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Vseobecna rovnica priamky v rovine
RNDr.Viera Vodickova

U: VSeobecnéa rovnica priamky je jeden zo spésobov ako mézeme analyticky vyjadrit priamku,
¢ize priradit jej rovnicu.

Ja tiez pozndm jeden spdsob, viem priamku vyjadrit parametricky.

cC N

: Ano, priamku vieme vyjadrit X=A+tid, kdet e Rad#0.

N(

Mne sa skor zdd, Ze to nie je parametrickd rovnica, ale parametrické rovnice. Ved si dve,
alebo v priestore dokonca tri.

c

: Mas pravdu. Teraz sa budeme zaoberat len priamkou v rovine. Priamku v rovine
mozeme vyjadrif parametrickymi rovnicami:

x:al—l—tul
y=as+tuy, teR,

kde Alay;as] je bod priamky a @ = (uy; us) je smerovy vektor priamky.

St dve rovnice nutné? Nedd sa to nejako zjednodusit?

C N

: Presne to teraz urobime. Asi si si v§imol, ze v oboch rovniciach vystupuje parameter t.

Skisime ho z nich odstranit?

C N

: Poktisime sa. Z prvej rovnice si vyjadrime parameter a dosadime do druhej.

N<

To by som vedel aj ja urobit. Mdme rovnicu:

T =a; + tu;.
Odpocitam ay:

T — a; = tuy.
Teraz vydelim s u; a mdme vyjadreny parameter t:

r — aq
t = .
Ul

U: Musime vsak dodat, Ze sme to mohli urobit len za pomienky, ze u; # 0. K pripadu, ak
bude u; = 0, sa vratime neskér. Dosadime vyjadrenie parametra ¢ do druhej rovnice. To
by si tiez mohol urobif sam.

Z: OK. Druhd rovnica je
Y = ag + tus.

Dosadzujem:
T — ap

y=az+ " Ug.

U1
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U: Rovnicu, ktort sme dostali upravime. Odstranime zlomky, vynasobime rovnicu vyrazom
Uyp:
wy = uras + (x — ay)us.

Roznésobime zatvorku a vsetky ¢leny rovnice ddme na Tav( stranu:

— U™ + U1Y — Utas + Uga; = 0.
Z: Vsimol som si, Ze ste cleny zdroven zoradili. Najprv ide x, potom y a potom ostatne.

U: Vyborny postreh! Premennymi v rovnici st len x a y. To st stradnice Tubovolného bodu
priamky.

Z: A ¢o ostatné€ premenné: uy, Uz, a1, Ay ?

U: Nenazyval by som ich premennymi. S to stradnice jedného konkrétneho bodu priamky a
jedného konkrétneho smerového vektora priamky. Pre danti rovnicu st to konstanty. Aby
sme ich tam nemali tolko, preoznacime si ich. Konstantu pri x nazveme a, konstantu pri
y nazveme b a zvysSok oznacime ako

— U + U1y + =0

ar +by+c=0

Tato rovnicu nazyvame vseobecna rovnica priamky v rovine.

N<

Fiha, to je uZ ind rovnica ako parametrickd. Na pohlad vyzerd jednoduchsie.

U: Vratime sa teraz k pripadu u; = 0.

N(

Spominam si. To bolo vtedy, ked sme chceli vyjadrit t a delili sme Tovnicu s u,.

c

: Problém je v tom, ze ak u; = 0 rovnicu nulou delit nemozeme. Pozrime sa vSak, ako by
vyzerali parametrické rovnice priamky v tomto pripade.

Z: Parametrickeé rovnice priamky boli

T =a; + tu
y=as+tuy, teR.
Ak uy = 0, dostavame:
T =a
y=as +tus, teR,
U: Ak si v8imnes, v prvej rovnici nevystupuje parameter t. Preto prva rovnica uz predstavuje

vSeobecni rovnicu priamky. Len je potrebné ju upravit:

r—a, =0.

N(

Je volajakad kratia . . .
U: Chybaju v nej niektoré ¢leny. Opit si, tak ako v predchidzajicom, oznacime farebne
konstanty a mame:

1.2+ =0

ar+c=0
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Z: Chyba modry clen s y.
U: Ano. Nakolko u; = 0, tak aj koeficient b = 0.

U: Rovnicu tvaru ax + by +c = 0, kde a,b,c € R, pricom a # 0V b # 0, nazyvame
vSeobecnou rovnicou priamky v rovine.

Z: Preco tam mdme podmienku a # 0 alebo b # 0 ¢

U: Tato podmienka stvisi s tym ako vznikli koeficienty a a b. Vo vyfarbenej rovnici si v§imni,
Ze a = —uUy ab=u.

Z: uyi;uy su suradnice smeroveho vektora priamky, vektora u.

U: Smerovy vektor priamky nemoze byt nulovy:
u # 0.
Z: To znamend, Ze nemoze mat obe suradnice nulové, vidy musi byt aspon jedna nenulovd.

U: Spravne, preto aj koeficienty a a b nemdzu byt naraz rovné nule.
Navyse si eSte raz vSimnime:
a = —uy, b=1uy.

Vyrobime si novy vektor, nazvime ho 7 so stradnicami 7 = (a;b). Porovnajme ho so
smerovym vektorom 4 = (u1;usg).

Z: Vektor 1 ma suradnice (a;b) = (—ug;uq). St to skoro rovnaké suradnice ako siuradnice
smerového vektora, akurdt si vymenené a prva md zmenené znamienko na minus.

U: Ano, a ak si spominag, nieco také sa nam uz objavilo pri

Z: Jasné. Vyrabali sme tak kolmy vektor, zmenili sme poradie suradnic a v jednej vymenili
znamienko, aby bol skaldrny sucin rovny nule.

U: Vypoditajme skalarny sacin vektorov @ = (uy;ug) a i = (a;b) = (—ug; uq).

Z: Skalarny sucin vypocitam, ak vyndsobim prvé suradnice a k tomu pripocitam sucin druhych
suradnic.

ﬁ-ﬁ:ul . (—U2)+U2'U1 = —UjU + UsU1 =0.

Skaldarny sucin vektorov u a 1 je rovny nule.

U: Ak je skalarny stcin dvoch nenulovych vektorov rovny nule, vektory sii na seba kolmé.
Zmamena to, ze 1L 1.

Z: Smerovy vektor U sa dd umiestnit na priamku.

U: Ano, preto vektor @ je kolmy nielen na vektor @, ale aj na priamku. Nazfva sa preto
normalovy vektor priamky.

Z: S podobnym pojmom som sa uz stretol na fyzike. Mali sme tam normalu. Bola to kolmica
na dani plochu.

U: Tu je to obdobné. Vektor sa nazyva normaéalovy, lebo je kolmy na dant priamku. Cela
situéciu si mozes pozriet aj na obrazku.
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N«

. Ale normdlovijch vektorov moZe mat priamka aj viac.

U: Samozrejme. Je to ako so smerovymi vektormi. AvSak, vSetky normalové vektory priamky
su linearne zavislé.

Z: Vsetky su teda ndasobkom toho istého vektora.

U: KedZe normélovych vektorov je nekonecne vela, jedna priamka mé aj nekonec¢ne vela vSe-

obecnych rovnic. Sta¢i rovnicu vynasobit Tubovolnym redlnym ¢islom, samozrejme, okrem
nuly.

Z: Myslite to tak, Ze ak napr.
3r—y+1=0

bude vseobecnd rovnica nejakej priamky, tak aj jej desatndsobok
30x — 10y +10=10

bude tieZ vSeobecnd rovnica tej istej priamky?

U: Presne tak. V prvej rovnici je pouzity normalovy vektor priamky so sturadnicami (3; —1)
a v druhej rovnici jeho desatnasobok so stradnicami (30; —10).
Vieme uz, Ze priamku v rovine mozeme jednoznac¢ne ur¢it bodom priamky a jej smerovym
vektorom.

Z: Ano, to potrebujem pri parametrickom vyjadrent priamky.

U: Priamku v rovine v8ak moZeme jednoznacne uréit aj bodom priamky a jej normélovym
vektorom. Znamena to, Ze na urcenie vSeobecnej rovnice priamky potrebujeme bod a
normalovy vektor.

U: Teraz sa pozrieme na priamku v priestore.

Z: To bude asi to isté. Len niekde pribudne tretia nezndama. MoZem skusit? Priamka v priestore
bude mat vieobecni rovnicu:
ar +by+cz+d=0.
U: M4&s pravdu, taka rovnica sa ndm na zaklade analégie rovina - priestor rovno pontka. Do
vSeobecnej rovnice priamky v rovine si pridal treti ¢len cz.

N(

: Bolo to jednoduche, nie?
U: Je mi Iito, Ze ta musim sklamaft. Zoberme si konkrétny pripad. Tak napr. rovnica

r+y+2z—1=0

spliia tvoju predstavu o vSeobecnej rovnici priamky v priestore.
Z: Suhlasim.

U: Vsetky body, ktorych stiradnice vyhovuju tejto rovnici, lezia na jednej priamke.
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N«

: Aj s tym suhlasim.

: Podme to overif pre nejaki nahodni trojicu bodov. Zvolime si tri rozne body, ktorych

suradnice vyhovuju danej rovnici.

: Rozumiem. TakZe dve suradnice si zvolim a tretiu dopocitam podla rovnice. Viem uz, Ze

volit st mdm, ¢o najjednoduchsie. Nech napr. x = 0 ay = 0. Potom po dosadeni do rovnice
mame:
0+0+2z—-1=0.

Z ¢éoho z = 1. Prvy bod, nazvem ho A, md suradnice A|0;0;1].

: Vyborne. Ostatné dva zvladneme aj spaméti. Nech napr. z =0 a z = 0.

: Potom plati y = 1. Bod B md suradnice B|0;1;0]. A do tretice, nech napr. y =0 a z =0,

potom x = 1. Bod C' md suradnice C[1;0;0].

: Mame tri body A[0;0;1], B[0;1;0] a C[1;0;0]. Stradnice tychto bodov vyhovuji tvojej

vieobecnej rovnici priamky. Co myslis, naozaj lezia tieto tri body na jednej priamke?

: Uf! Na prvy pohlad vidno, Ze nie! Bod A lezi na osi z, bod B na osiy a bod C na osi x.

Vytvdragi krdsny trojuholnik! Preco je to tak? Kde sa stala chyba?

: Vrdafme sa k vSeobecnej rovnici priamky v rovine. Povedali sme, Ze priamku v rovine

mozeme jednoznacne urcit bodom priamky a jej normélovym vektorom. Normalovy vektor,
to je vektor kolmy na dant priamku. A to sa v priestore ukazuje ako problém.

: Aha! Kolmgch vektorov na priamku v priestore existuje nekonecne vela. A nie si to len

ndsobky toho istého vektora.

: Mas$ pravdu. Pre priamku v priestore nemé zmysel definovat normalovy vektor. Zapamiitaj

si, ze priamka v priestore nema vseobecnu rovnicu. Priamku v priestore vieme
vyjadrit parametricky.
To, ¢o si uviedol, je v skutoc¢nosti vseobecna rovnica roviny.

CcC N C

C N C N

N«

: Na zaver si to zhrnieme. Ako vyzera vSeobecna rovnica priamky v rovine?

: VSeobecnd rovnica priamky v rovine je takdto:

ar+by+c=0, kde a,b,c e R, pricom a#0Vb=#D0.

: Aky vyznam maju koeficienty vo vSeobecnej rovnici?
: Myslite ¢isla a a b?
: Presne tie.

: Koeficienty a a b su suradnice normalového vektora.

: Ak4 je zdkladnd vlastnost normélového vektora priamky?

: Je to vektor kolmy na smerovy vektor priamky, a teda aj kolmy na priamku.

: Ako je to s priamkou v priestore?

: Priamka v priestore nemd vseobecni rovnicu.
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Priamka v rovine

vseobecnd rovnica: axr+by+c=0, a,b,c € R, pricom a#0Vb+#0

normdlovy vektor : 7 = (a;b)je kolmy na priamku

Priamka v priestore nema vSeobecnu rovnicu
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Priklad 1: Priamka p je dand vseobecnou rovnicou: 3x — 6y + 4 = 0. Urcte
(a) sturadnice normdlového vektora priamky p,

(b) siradnice smerového vektora priamky p.

Z: V zadani je napisane, Ze priamka je dand . Ako by som to ale zistil,
ak by to tam nenapisali?

U: Tak napriklad lahk4d pomocka je pocet rovnic. Vv rovine
pozostava z dvoch rovnic, v priestore z troch.

Z: Aha, a ked bude len jedna, tak je to vSeobecnd rovnica.

U: V podstate ano. Dalsou poméckou méze byt pritomnost parametra, najcastejsie oznaco-
vaného ako t.

Z: Tak dobre, rozoznat typ rovnice uz zvlddnem.

U: Mame najprv ur¢it stiradnice . Co o fiom vies?

Z: Normalovy vektor je vektor kolmy na priamku, od slova normdla - kolmica. TaktieZ viem,
Ze jeho suradnice sa vyskytuji vo vseobecnej rovnici priamky.

U: Spravne. Ak mé priamka vSeobecni rovnicu

ar +by+c=0,

tak koeficienty a a b tvoria stradnice jej normalového vektora.

Z: Aha. Staci sa mi pozriet na koeficienty pri x a priy, t. j. aké su tam c¢isla. Vyznacim si
ich farebne:

Jr—6y+4=0

Z: Vidim, Ze suradnice normaloveého vektora su:

i = (3;—6).
U: Vyborne. Ideme teraz na druht tlohu. Aké stradnice bude mat priamky?
Z: Ten by sa dal precitat z parametrickej rovnice priamky, ale takd, Zial, nemdme.
U: Aky je vztah medzi smerovym a normalovym vektorom priamky?
Z: Uz som povedal, Ze normdlovy vektor je kolmy na priamku. Smerovy vektor méZeme zasa
na priamku umiestnit. To ale znamend, Ze smerovy a normdlovy vektor si na seba kolmé.
U: Pripomeniem, Ze skalarny sacin kolmych vektorov je rovny nule. Stac¢i preto zobrat si-

radnice normalového vektora 77 = (3; —6), vymenit ich poradie a jednej stradnici zmenit
znamienko. Dostaneme tym jeden z vektorov, ktory je kolmy na vektor (3; —6).

Z: To bude napriklad vektor so siuradnicami (6;3).
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U: Ano. Smerovym vektorom danej priamky je napriklad vektor

u = (6;3).

Uloha 1: Urcte smerovy vektor priamky danej rovnicou 5xr — 2y + 8 = 0.

Vysledok: napr. @ = (2;5)
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Priklad 2: Dand je priamka p: 3x+y — 11 =0.
a) Rozhodnite, ¢i bod N[10; —12] patri priamke p.

b) Urcte cislo k tak, aby bod K|k;?2] patril priamke p.

c

: Akou rovnicou mame dant priamku?

: Je to len jedna rovnica a nevystupuje tam parameter . ..ide o

: Vedel by si mi povedat, aky ma ?

Ne C N

: Samozrejme. Pozriem sa na koeficienty pri x a pri y - normdlovy vektor md suradnice
(3;1).

: Vyborne. Pracovat so vSeobecnou rovnicou uz ako tak vies. Pozrime sa na tlohy, ktoré nas
cakaju.

c

N«

: Mdm rozhodnit, ¢ bod N|[10; —12] patri priamke p.

c

: Vidy plati zasada: ak bod patrt priamke, tak jeho sdradnice vyhovuji rovnici
priamky. Nezalezi, ¢i je vSeobecna alebo parametricka.

: Ale ako mdm dosadit suradnice do rovnice priamky?

: V rovnici priamky vystupuja ¢leny x a y. To st sturadnice Tubovolného bodu priamky.

No C N

: Dobre teda. Mdm vseobecni rovnicu priamky:
3r+y—11=0.

Dosadim namiesto x prvi suradnicu bodu N, t. j. ¢islo 10 a namiesto y druhiu suradnicu
bodu N, t. j. ¢islo (—12). Dostavam:

3-10 4 (—12) — 11 =0.

Lavi stranu vycislim a vychddza mi:
7=0.
U: Spravne by si mal napisaft
7#0.
Stradnice bodu N nevyhovuji rovnici priamky p, pretoze neplati rovnost.

: Bod N nelezi na priamke p.

C | N

: V druhej tlohe méme urcit ¢islo k tak, aby bod K[k; 2] patril priamke p.
: UZ viem, Ze ak md bod K patrit priamke, musia jeho siradnice vyhovovat rovnici priamky.

: Tak ich tam dosadme.
: Dobre. Mdm opdt vieobecni rovnicu priamky:

N N«

3z +y—11=0.

Dosadim namiesto x prvu suradnicu bodu K, t. 5. neznamu k a namiesto y druhi suradnicu
bodu K, t. j. ¢islo 2. Dostdavam:

3k+2-11=0.
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U: To je pekna linearna rovnica s jednou neznamou. VyrieSme ju.

Z: Rovnicu upravim a dostavam:

3k =09.
Z coho je jasné, Ze
k = 3.

U: Ano. Bod K mé stiradnice K[3;2].

Uloha 1: Dand je priamka p : x—1y—6 = 0. Rozhodnite, & body A[10; —6] a B[1; —5] patria
priamke p.

Vysledok: A nie, B ano.
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Priklad 3: Napiste vSeobecnii rovnicu priamky p, ak je kolma na vektor ii = (2;—1) a pre-

uU:

N C N

chadza bodom P[1;3].
Zopakujme si: Vv rovine nazyvame rovnicu tvaru
ar +by+c=0,

kde a,b,c € R, pricom a # 0V b # 0.

Ano, pozndm to. Koeficienty a a b su, tusim, suradnice

: Spravne tusis. Vies aj aky je to normalovy vektor?

Normala = kolmica. Normdalovy vektor je vektor kolmy na priamku.

: Ano. Pozrieme sa na zadanie prikladu a vidime, Ze mame dany vektor i = (2; —1), ktory

je kolmy na priamku p. Vektor 7 je preto normalovy vektor priamky p. Jeho stradnice ...

. ...s1 moZeme dosadit namiesto koeficientov vo veobecnej rovnici priamky. Teda namiesto

koeficientu a dosadim prvi suradnicu vektora 11, t. j. 2 a namiesto b druhi suradnicu, t. j.
(—1). Vseobecnd rovnica priamky p by potom mohla vyzerat takto:

20 —y+c=0.

c N C

N(

: Ostava nam koeficient c.

O tom ale ni¢ nevieme. Nie je to suradnica Ziadneho vektora.

: To nie. Zistime ho vSak velmi jednoducho. Mame este dany bod P|[1;3]. Tento bod patri

priamke, preto jeho stradnice musia vyhovovat rovnici priamky.

Aha. Mozeme dosadit jeho siradnice za x a y v rovnici. Dostdvame:

2:-1—-3+c¢c=0.

: Je to jednoducha rovnica s jednou neznamou c.

: Rychlo ju vyriesim. 2 — 3 = —1. Pripocitam 1 a mam
c=1.
: Ako bude teda vyzerat vSeobecné rovnica priamky p?

2 Zhrniem si to:

Rowvnica priamky p:

: Spréavne.

Dobre som to pochopil? Chcem napisat vSeobecni rovnicu priamky: ax + by + ¢ = 0.
Koeficienty a a b moZem hned dosadit, lebo si to suradnice normdlového vektora. Na
vypocitanie koeficientu ¢ potrebujem napr. jeden bod priamky, ten dosadim a mam to.

: Celkom si to vystihol. Priamka je teda dané jej normalovym vektorom a jednym bodom.
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Uloha 1: Napiste vSeobecni rovnicu priamky p, ak je kolmd na vektor i1 = (1;4) a prechddza
bodom P[2;—1].

Vysledok: = + 4y +2 =10
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Priklad 4: Napiste vseobecni rovnicu priamky j‘l—B), ak A[-3;7] a B[—2;1].

uU:

N(

c N C

NOC N

Na zaciatok si pripomenieme: vV rovine nazyvame rovnicu
tvaru
ar + by + ¢ =0,

kde a,b,c € R, pricom a # 0V b # 0.

To si pamdtdm. ESte viem, Ze na napisanie vseobecnej rovnice priamky potrebujem poznat
jej a jeden bod priamky. Body mam aZ dva, ale normalovy vektor Ziaden.

: Pomocou dvoch bodov priamky by sme vSak mohli nejaky vektor vyrobit.

To dno. Bude to vsak smerovy vektor, nie normdlovy.

: Myslis, Ze smerovy vektor nesuvisi s normalovym?

Moment! Smerovy vektor leZi na priamke . . .

: Presnejsie, vieme ho na fu umiestnit.

A normdlovy je na priamku kolmy. Ak si to nakreslim . . .

P
!
U

.. je mi hned jasné, Ze normdlovy a smerovy vektor si navzdjom kolmé.

: Vyborne. To znamend, Ze ak budeme poznaf stradnice smerového vektora, najdeme aj

suradnice normalového.

Fajn, tak sa do toho pustim. Smerovy vektor oznacim ako 4 a bude to vektor B — A.
Siradnice bodov si A[—3;7] a B[—2;1]. Preto vektor i bude mat siradnice:

i=B—A=(—2—(=3);1-7) = (1;—6).

: Vyborne. Ako nédjdeme stradnice normalového vektora?

Normdalovy vektor je kolmy na smerovy. Staci preto len vymenit suradnice a v jednej,
napriklad v prvej, zmenit znamienko. Normdlovy vektor bude mat siradnice:

n=(6;1).

: Moézeme to urobif preto, lebo skaldrny sicin kolmych vektorov je rovny nule.

Mame stradnice norméalového vektora a jedného bodu priamky, dajme tomu, ze bodu A.
—
Napisme vSeobecnii rovnicu priamky AB.
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Z: Vieobecnd rovnica priamky je:
ar + by +c=0.

Namiesto koeficientov a a b moZem hned dosadit siuradnice normdlového vektora:
6r+y+c=0

Teraz dosadim suradnice bodu A[—3;7].

U: Pretoze stradnice bodu, ktory patri priamke, musia vyhovovat jej rovnici.

6:-(=3)+7+c=0
Vypocitam c:
c=11.

7/ . . H .
Vseobecnd rovnica priamky AB je:

6z +y+ 11 =0.

Uloha 1: Napiste vieobecni rovnicu priamky p, ktord prechddza bodmi P[2;—-1] a Q[1;7].

Vysledok: 8x +y — 15 =0
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Priklad 5: Priamka je dand parametrickymi rovnicami v = 3 —2t, y = —4+1t, t € R.

N(

NC N C N © N

c

Napiste jej vseobecni rovnicu.

vyzerd asi takto:

ar 4+ by +c = 0.
: Kde a,b,c € R, pricom a # 0V b # 0.
: Na napisanie vieobecnej rovnice priamky potrebujem poznat jej a jeden

bod priamky. Bod by som vedel nejaky ndjst. Je to napr. bod A so suradnicami A[3; —4].
Suradnice som zistil z parametrickych rovnic x = 3 —2t, y = —4+t, t € R, su to tie ¢isla
hned za znamienkom rovnd sa.

: To si sikovny.
: Co vsak urobime s normdlovym vektorom?

: Nezabtudaj, ze norméalovy vektor je vektor kolmy na priamku. Ak je kolmy na priamku,

tak je kolmy aj na vektor, ktory vieme na priamku umiestnit.

. Ten sme, tusim, volali priamky.

: Spravne. Vedel by si jeho stradnice?

: Asi nie ... alebo predsa! To su tie druhé cisla v parametrickych rovniciach.
: Aké druhé cisla?

. Predsa tie, ¢o stoja pri parametri t. Smerovy vektor, oznacim ho i, md suradnice

u=(-2;1).

: Vyborne. Teraz potrebujeme normalovy vektor, t. j. vektor kolmy na smerovy. Spomen si,

ze skalarny sucin kolmych vektorov je rovny nule.

: Aha, to je toto. Prehodim suradnice vektora i a v jednej zmenim znamienko, teda minus

pred dvojkou dam preé. Preto normdlovy vektor il bude mat siuradnice it = (1;2).

N«

: Mame vSetko pripravené. Normalovy vektor priamky 77 = (1;2) a bod priamky A[3; —4].

. Vseobecna rovnica priamky vyzerd takto:

ar +by+c=0.
Koeficienty a a b su siradnice normdlového vektora, moZem ich dosadit:

z+2y+c=0.

: Vyborne, ostava ndm koeficiet c.

: Na to pouzijem bod A.

: Pretoze, ak bod A patri priamke, musia jeho stiradnice vyhovovat rovnici priamky.
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Z: Dosadim suradnice bodu A do rovnice priamky:

342 (—4)+c=0.

Vypocitam:
c=95

Vseobecnd rovnica priamky je tato:

r+2y+5=0.

N«

cC N C

N«

: Islo ti to vyborne. Chcem ti vSak ukazaf eSte iny sposob, ako z parametrickych rovnic

dostaneme rovnicu vsSeobecnu.

: No dobre. Potom to porovndm a wvidime. ..

: Mame dané parametrické rovnice:

r=3—2t
y=—4+t teR.

Jednoducho vyluc¢ime z tychto rovnic parameter ¢.

: To by som vedel asi aj ja. Druhi rovnicu vynasobim s cislom 2 a obidve rovnice scitam.

Dostdvam:
T+ 2y = —5.

: A uz mame vseobecnii rovnicu!
: Nejako sa mi ale nepozddva.
: Je potrebné ju este upravit tak, aby na pravej strane bola nula.

: To ast pripocitam 5 a dostdvam:

r+2y+5=0.

Naozaj je to ta ista rovnica! Tento postup bol ovela kratsi, asi ho budem poZivat aj ja.

: Mohlo by sa stat, Ze by sme dostali in1 rovnicu? Napriklad takato:

Az + 8y + 20 = 0.

. Znamenalo by to, Ze sme sa pomylili? Bola by to rovnica inej priamky?

: Neunéhli sa! Poriadne si porovnaj obe rovnice:

r+2y+5=0

4r + 8y + 20 = 0.

: Naozaj, podobajiu sa. Kazdy koeficient je vyndsobeny s cislom 4.

: Ano. Priamka moZe maf nekonecne vela vieobecnych rovnic. Kazdy nenulovy néasobok

vSeobecnej rovnice priamky je tiez jej vSeobecnou rovnicou.
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Uloha 1: Priamka je dand parametrickymi rovnicami x = —b—t, y = 10+2t, t € R. Napiste
jej vseobecni rovnicu.

Vysledok: 2x +y =0
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Priklad 6: Priamka je dand vseobecnou rovnicou 5x — 3y + 10 = 0. Napiste jej parametrické

vyjadrenie.

Z: Uz viem ako prepisem na

U: Toto je presne opacna tloha. Dana je vSeobecna rovnica priamky a my méme napisat jej
parametrické vyjadrenie.

Z: Ak som prepisoval parametrické rovnice na vieobecni, stacilo len odstrdnit parameter.

U: A my si ho teraz naopak vyrobime.

Z: A to sa dd?

U: Coby nie. Ak sa dal parameter odstranit, musi sa dat aj vyrobif. Nezabudni, ze paramet-
rickych rovnic jednej priamky existuje nekonec¢ne vela.

Z: Hej. Zdvisi to od volby bodu priamky a volby smerového vektora.

U: Zvolme napr.

y =t.

Z: Asi sa opakujem, ale udivuje ma to. MozZeme to len tak urobit?

U: Tak sa na to pozrime. Parametrické rovnice priamky v rovine, ako iste vies, mozeme zapisat
takto:

T =ay+ tu;
y=as+tus, teR.
Ak si zvolime y = ¢, bude to vlastne druha rovnica parametrického vyjadrenia: y = as+1tus.

Z: Aha. Porovndm ich a vidim, Ze potom musi byt

as =0, wuy=1.

U: A tu je hned odpoved na tvoju otazku, ¢i to mdzeme len tak urobif. Ak priamka nemé
nejakt Specialnu polohu...

Z: To myslite, Ze nie je rovnobeind s niektorou osou siustavy suradnic?

U: Presne tak. Takze, ak priamka nema nejakiu specialnu polohu, urcite na nej existuje bod,
ktorého druhd stradnica a; = 0. Takisto smerovych vektorov je nekonecne vela, takze
niektory z nich bude mat druha siradnicu us = 1.

Z: Uz tomu asi rozumiem. y =t si mozem jednoducho zvolit vdaka rozmanitosti parametric-
kych vyjadrent tej istej priamky. Vyberiem si to vyjadrenie, ktoré sa mi najviac hods.

U: Celkom si to vystihol, aj ked matematicky presnejsie by bolo vdaka nekoneénému poctu
parametrickych vyjadreni.

Z: To by som si ale pokojne mohol zvolit aj x = t.

U: Samozrejme. Je to jedno.

Vydiskutovali sme si to, dorieSme teraz tlohu. Mame y = ¢.

Z: Este by sme potrebovali druhd parametrickd rovnicu, ti s .
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U: Ved my ju vlastne mame, len o nej este nevies. Kedze y = ¢, tak stac¢i dosadif do danej

vSeobecnej rovnice:
or — 3y +10 = 0.

namiesto y parameter ¢.

Z: Dostavame:
or — 3t + 10 = 0.
: No vidis, je to rovnica, ktora obsahuje x aj parameter ¢. Staci ju len trochu upravit do
pozadovaného tvaru.

c

: To myslite ako x na lavej strane a na pravej ¢islo a potom parameter?

: Presne tak.

NeC N

: No dobre. Na pravi stranu hodim 3t a —10:
S5x = —10 + 3t.

Vydelim s 5:
~ —10+ 3t

TS
U: Aby bola rovnica v pozadovanom tvare, je vhodné rozdelit zlomok na dva, tak aby sme
osamostatnili ¢islo a nasobok parametra:

3
= -2+ —t.
T + 5

Z: Naozaj, to uZ je riadna parametrickd rovnica.

U: Zhrnieme to. Priamka dand vSeobecnou rovnicou bz — 3y + 10 = 0 mé parametrické

vyjadrenie:

3
r=—2+ =t
x + 5

y =1, teR.
U: Na zéaver si mozeme urobif malt skusku spravnosti. Overime, ¢i smerovy a normélovy
vektor priamky st skutoc¢ne kolmé.

Z: To by nemal byt problém. Zo vseobecnej rovnici precitam siuradnice normdlového vektora, si
to ¢isla pri x a y. Normalovy vektor n = (5; —3). Smerovy vektor zistim z parametrickych
rovnic, su to ¢isla pri parametri t. Smerovy vektor i = (é), 1).

U: Vyborne. Vypocitame ich skaldrny stcin a zistime, ¢i st kolmé.

Z: Skaldrny sucin vypocitam tak, Ze sc¢itam suciny ich prvych a druhgch suradnic.

3
fi-i=5Z+(-3)-1=3-3=0.

Skalarny sucin vektorov je nula, to znamend, Ze vektory su kolme.
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Uloha 1: Napiste parametrické vyjadrenie priamky danej rovnicou x + 2y — 3 = 0.

Vysledok: Napr.
r=3—2
y=1t, teR
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Priklad 7: Napiste vseobecni rovnicu osi usecky AB, ak plati: A[3; —7] a B[—1;—5].

Z: Os tsecky. .. to je takd os, kolmo na usecku cez jej stred?

U: V podstate ano. Os tsecky je priamka, ktora je kolméa na tsecku a prechadza jej stredom.
Je to mnozina vsetkych bodov roviny, ktoré maju od krajnych bodov tusecky rovnaki
vzdialenost. Zisiel by sa nejaky obrazok:

:0
|
!
f L 1
A Si B
i
|
U: Aky tvar mé vSeobecna rovnica priamky?
Z: Vseobecnd rovnica priamky je tdto:
ar + by +c=0.

Na jej napisanie potrebujem normadalovy vektor - to budi c¢isla a a b a potom este nejaky
bod priamky, aby som vedel dopocitat c.

U: Ak sa pozrieme na obrazok, s bodom by nemal byt problém.

Z: Veru nie. PouZijeme bod S ako stred usecky AB. Suradnice stredu su aritmetickym prie-
merom suradnic krajnych bodov usecky, v nasom pripade bodov A a B. Preto:

S_a1+b1_3—1_1
T2 T 2
82:a2+b22_7_52—6.
2 2
Suradnice bodu S st
S[1; —6].

U: Dobre. Ostalo nam vyriesit problém s normélovym vektorom. Potrebujeme vektor kolmy
na os usecky. Skusme si taky vektor zakreslit do obrézka.

0
L 1
I
k !\ J
A S B

|
|
|
U: Vektor vSak moZeme posuvat a umiestnit ho na vhodnejsie miesto. Navrhoval by som na
priamku AB.
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: Jasné. Priamka AB je kolmd na os, tak aj vektor na nej umiestneny bude na os kolmy.

Ako normdlovy vektor zoberieme vektor n = B — S.

: Alebo rovno vektor 77 = B — A. Priamka mé predsa nekonecne vela normalovych vektorov.

: Vlastne dano, aj vektor B— A je kolmy na os usecky. Dobre, zoberiem ten. Pocitam suradnice

normdalového vektora
n=B—A=(-1-3;—-5—(=7)) = (—4;2).

Normalovy vektor md suradnice:
n=(—4;2).

N«

: Mame uz vSetko potrebné na napisanie vSeobecnej rovnice hladanej osi tsecky AB. Nor-

malovy vektor 77 = (—4;2) a bod S[1; —6]. VSeobecn4 rovnica vyzera takto:

ar 4+ by +c = 0.

. Nagprv dosadim namiesto a a b suradnice normdalového vektora, t. j. a = —4 a b = 2,

dostdvam:
—4x +2y+c=0.

Aby som zistil ¢, dosadim do rovnice suradnice bodu S':
—4-142-(—=6)+c=0.

Vypocitam c:
—4—-12+¢=0,

c = 16.

: Vyborne. VSeobecna rovnica osi tsecky AB je:

—4x + 2y + 16 = 0.

Povedali sme si uz, ze priamka mé nekonecne vela vSeobecnych rovnic.

: Ano, kazdy ndsobok tejto rovnice bude tieZ vSeobecnou rovnicou osi usecky.

: Kazdy nenulovy nasobok! V matematike radi zapisujeme veci, ¢o najjednoduchsie a naj-

krajsie. Mozeme si v8imnut, ze vSetky koeficienty v nasej rovnici st ndsobkom dvoch.
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Z: Predelime rovnicu dvoma a ziskame ,krajsiu“:

—2x4+y+8=0.

.....

radi, lebo na nich mozeme zabudnit.

Z: OK. Tak vyslednd verzia vseobecnej rovnice osi tsecky je tdto:

20 —y — 8 =0.

Uloha 1: Napiste vieobecnii rovnicu osi dsecky KL, ak plati: K[5;2] a L[3;—1].
Vysledok: 4x + 6y — 19 =0
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Priklad 8: Je dand priamkap: v —2y+1=0.

a) Napiste vseobecni rovnicu priamky r, ktord je rovnobeznd s priamkou p a prechddza

bodom R[0;4].
b) Napiste vSeobecni rovnicu priamky t, ktord je kolmd na priamku p a prechddza bodom
T[1;2].
Z: Co zo zadania viem? Priamku p mdme dani . Nasou ulohou bude

napisat vSeobecné rovnice priamok r a t. K tomu by som potreboval ich normdlové vektory
a jeden bod, ktory na nich lezi. Bod mame vZdy dany. TakZe ¢o urobime s tymi normdlovymi
vektormai?

U: Zacneme postupne, najprv tlohou a). Nakreslime si obrazok. Je na nom priamka p a
priamka r s iou rovnobezna. Obom priamkam vyzna¢me normalové vektory, ktoré nazveme
priznacne i, a 7,.

Z: Tie normdlové vektory vyzeraju podozrivo rovnaké, len si na inom mieste.

U: Nezabudaj, ze st to vektory, ktoré sa daji umiestnit aj do inej sthlasne rovnobeznej
orientovanej usecky.

Z: Vy chcete asi povedat, Ze vektor moZem posivat. No ale to potom moéZu mat tieto dve
rovnobezné€ priamky ten isty normdlovy vektor!

U: Spravne. Prave o to ide. Kazdy normalovy vektor priamky p bude aj normalovym vektorom
priamky 7.

Z: Tak to uz ulohu hravo doriesim. Z rovnice priamky p si precitam normdalovy vektor
n, = (1;—2). Tieto suradnice dosadim namiesto koeficientov a a b vo vSeobecnej rovnici:

r—2y+c=0.
U: Rovnobezné priamky maja ten isty smerovy vektor, preto ich vSeobecné rovnice sa lisia
len koeficientom c.
Z: Ano, vieobecné rovnice magji rovnaky zaciatok. Dosadim teraz bod R[0;4], aby som vypocital

c:
0—-2-44c=0.

Vypocitam
c=28.
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U: VSeobecnéa rovnica priamky r je:

r—2y+8=0.

Z: Budem pokracovaf ilohou b). Priamka t md byt na priamku p kolmd.

U: Opiit si nakreslime obrazok. A vyzna¢ime na nom normalové vektory oboch priamok 7, a
.
1

W Tvp P

U: Co si teraz mozeme vSimniat na normalovych vektoroch oboch priamok?

N«

: Teraz to nebude ten isty vektor) Priamky su na seba kolme, tak budi navzajom kolmé aj
ich normalové vektory.

U: Spravne. Plati:

. Sturadnice normdlového vektora priamky p pozndame: 1, = (1;—2).

cC N

: Ak st dva vektory navzajom kolmé, tak ich skalarny sucin je rovny nule.

N(

Preto stact len vymenit poradie siradnic vektora 7i,, v jednej zmenit znamienko a mdme
suradnice normdlového vektora priamky t: n, = (2;1).

: Stthlasim.

NeC

Dalej budem pokracovat rovnako ako predtiym. Dosadim suradnice normdlového vektora:
2r+y+c=0.

Dosadim bod T'[1;2], aby som vypocital c:
2:-14+24c¢=0.

Vypocitam

U: VSeobecné rovnica priamky ¢ je:

20 +y—4=0.
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Uloha 1: Dand je priamka p : bx — 3y + 7 = 0. Napiste vseobecné rovnice troch roznych
priamok, ktoré siu s rnou rovnobezZné.

Vysledok: Napr.
o — 3y =10
5r—3y+1=0
5r—3y+2=0

Uloha 2: Dand je priamka p : bx — 3y + 7 = 0. Napiste vseobecné rovnice troch roznych
priamok, ktoré su na nu kolmé.

Vysledok: Napr.
3r+5y=0
3r+5y+1=0
3r+5y+2=0
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Priklad 9: Je dany trojuholnik ABC, pricom A[l; —3|, B[—5;7] a C[3;11]. Napiste vieobecni
rovnicu priamky,

a) na ktorej lezi strana AB.
b) na ktorej lezi vyska trojuholnika z bodu C'.

Z: Uloha a) sa mi vidi jednoduchd. UZ som sa s 1iou tu niekde stretol, len to nebolo v troju-
holniku. Normalovy vektor priamky AB je kolmy na vektor B — A.

U: Ano. Vektor B — A je vlastne smerovim vektorom priamky ADB.

Z: Uréim si suradnice smerového vektora

i=B—A=(—5-1;7—(=3)) = (—6; 10).

U: Potrebujeme normalovy vektor, t. j. vektor kolmy na B — A. Skalarny sucin kolmych
vektorov je rovny nule, preto ...

Z: ... staci vymenit poradie suradnic a (—6) zmenit na (+6). Normdlovy vektor md suradnice:
i = (10;6)
U: Vyborne. Napiseme vSeobecntl rovnicu priamky AB.

Z: Do vSeobecnej rovnice
ar+by+c=0

dosadim suradnice normdalového vektora:
10z + 6y +c = 0.

Na vypocet ¢ pouzijem napr. bod A[l; —3].
U: Bod A patri priamke AB, preto jeho stiradnice musia vyhovovat rovnici priamky.

Z: Po dosadent ziskavam rovnicu:
10-146-(—=3)+c=0.

Vypocitam c:
c=28.

Vseobecnd rovnica priamky AB je:
10z + 6y +8 = 0.
Alebo krajsie, po predeleni dvoma:

or + 3y +4=0.

U: To ti islo vyborne.
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U: Pozrieme sa teraz na ulohu b). Malo by to byt podobné. Len musime néjst norméalovy
vektor vysky a aspon jeden bod, ktory na nej lezi.

Z: Ak sa nemylim, hladand viyska je kolmica z vrcholu C' na protilahli stranu. Bod, ktory na
nej lezi uZ mdme, je to bod C.

U: S tym sihlasim. Upresnim len, Ze vyska je ©isecka spajajtuca vrchol a pétu kolmice z tohto
vrchola na protilahlt stranu. Preto neméme napisat rovnicu vysky, ale priamky, na ktore;
vyska lezi. Bod teda mame. Ostdva normélovy vektor. Navrhujem nakreslit obrazok.

Z: Dobre. Kreslim obrdazok. Nacrtnem lubovolny trojuholnik ABC', potom vysku z bodu C a
predlZim ju, ¢im vznikne priamka, na ktorej lezi. Normdlovy vektor je vektor kolmy na
vysku, tak ho niekde zakreslim, napr. z bodu C'?

U: Moze byt umiestneny Iubovolne, ale ja by som navrhol nacrtnif ho na tsecke AB:

A n B

: No jasné! Usecka AB je kolmd na vysku, tak normdlovy vektor moZe na nej leZat.

c N

: A ¢o keby sme zobrali ako normalovy vektor cely vektor B — A?

N«

. Cely vektor B — A? Samozrejme, je kolmy na vjsku a normdlovy vektor moze byt lubovolne
dlhy. Aky genidalny ndpad! Mdame normdlovy vektor pre vysku.

c

: NavySe nemusime ni¢ pocitat, lebo jeho stradnice sme vypocitali pred chvilou.

N«

. Ano, su tu:

B — A= (—6;10).

U: Dalsi postup bude rovnaky ako v tilohe a). Nechavam to uz na teba.
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Z: Dobre. Do vseobecnej rovnice
ar+by+c=0

dosadim suradnice normdloveho vektora:
—6x + 10y + c = 0.
Na vygpocet ¢ pouzijem bod C[3;11]. Po dosadeni ziskavam rovnicu:

—6-34+10-11+c¢=0.

Vypocitam c:
c=—92.

Vseobecnd rovnica priamky, na ktorej lezi vyska z bodu C' je:
—6x 4+ 10y — 92 = 0.

Alebo krajsie, po predeleni minus dvoma:

3z — 5y + 46 = 0.




