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Nepriama timernost
RNDr. Beata Vavrincikova

: Dnes som takmer zmeskal do skoly. Uviazli sme v zdpche a vliekli sa slimacim tempom.

To, c¢o inokedy prejdeme za 10 minut, nam trvalo skoro pol hodiny.

: S tym mam tiez svoje sktsenosti. Tvoj ranny zazitok vSak mozeme vyuzit na uvedenie

dnesnej témy.

: Budeme hovorit o stresoch a nervikoch?
: To nie, ale budeme hovorit o jednej konkrétne;j . A t& popisuje napriklad aj zavislost

¢asu, ktory potrebujeme na prejdenie cesty z domu do skoly v zavislosti od toho, akou
rychlostou ideme. Ako daleko to més z domu do skoly?

: Asi 20 kilometrow.
: Tak zostav tabulku zavislosti ¢asu, potrebného na prejdenie tejto vzdialenosti, od priemer-

nej rychlosti auta.

. 7 fyziky viem, Ze zdvislost medzi drdhou s, rychlostou v a éasom t je dand vztahom

s = vt.

Odtial pre cas plati

s

t="2.

v

Ak by sme isli autom mazimdlnou povolenou rychlostou 90 km/h, na prejdenie 20 km by
sme potrebovali cas % hodiny. Pri rychlosti 60 km/h by to bola % hodiny, pri rychlosti

40 km/h uz % hodiny. A keby sme isli ako dnes rdano riychlostou 20 km/h, trvalo by ndm to
hodinu.

: Aby to bolo prehladnejsie, v tabulke v raméeku su tieto ¢isla zachytené.

Porovnaj posledné dva stipceky.

. Rychlost auta sa dvakrdt zmensila, zo 40 na 20 km/h. Cas sa ale dvakrdt zvicsil, z = na

Z 2
celi hodinu. Podobné nieco plati aj medzi druhym a Sturtym stlpcekom — tu sa rychlost

trikrdt zmensila, zatial ¢o cas sa trikrdt zvicsil.

: Vyborne, prave o toto nam podjde. Ak pre dve veli¢iny plati, kolkokrat sa zmensi jedna

¢o pritom ostava konstantné, je ich stacin. V nasej ukazke je vzdy rovnaky sacin rychlosti
a casu, ktory predstavuje drahu 20 km. Preto rovnica bola v tvare

20

=

t

: TakzZe to, co je konstantné, mdame v citateli zlomku.
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U: V praktickych tlohach na vyuzitie nepriamej timernosti pracujeme iba s kladnymi hod-
notami. Nemd vyznam uvazovat o zapornej rychlosti alebo drahe. Ak vSak pripustime aj
zaporné hodnoty, ziskame novi funkciu, ktort nazyvame nepriama timernost. Vo vSeobec-
nosti ju vyjadrujeme rovnicou

y=-.
X

Cislo k nazyvame koeficient nepriamej timernosti. Moze to byt akékolvek nenulové redlne
¢islo.

Z: Ked sa tak divam na rovnicu, tak x moZe byt tieZ len nenulové redlne ¢islo. PretoZe je
v menovateli a tam nesmieme dosadit nulu.

U: Tym si vlastne urcil definiény obor nepriamej iimernosti. Zhrniem definiciu:
Nepriamou umernostou nazjvame kazdi funkciu dand rovnicou

fry=—,
€T

kde k € R — {0}. Definovana je na mnozZine R — {0}.
Nepriama timernost je Specidlnym pripadom

Z: Ako vyzerad jej graf?

U: To hned zistime. Zostrojime graf nepriamej imernosti s rovnicou
, 1
fry=—.
i
Z: Pripravim si tabulku s niekolkymi hodnotami.
U: Odportacam dat do nej aj zaporné hodnoty, aj ¢isla z okolia nuly.
Z: Nech je po vasom, tabulka vyzerd takto:
z || -2 ][-1]-05|-025[025[05[1[ 2 | 4
y=1]-05-1] =2 | -4 | 4 [ 2]1]05]025

U: Ak tieto hodnoty nanesieme do stradnicovej ststavy a pospajame, vznikne nam graf ako
na obrazku:
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Takyto graf nazyvame hyperbola. Sklada sa z dvoch casti, dvoch vetiev. Pomocou grafu
mozes urcit vlastnosti tejto funkcie.

: Funkcia je na intervaloch (—oo;0) a (0;00). Nemd a nie je ani
. Je a . Co este?
: Zabudol si na
: Tak tdto funkcia nadobida ako hodnoty vsetky nenulové redlne cisla.
: Pozrime sa eSte na polohu grafu voci siradnicovym osiam.
. Graf sa priblizuje k obom osiam, ale nikdy sa ich nedotkne.
: Presne tak. Osi y-ovej sa nedotkne preto, lebo nepriama timernost nie je definované pre

x = 0. Osi z-ovej sa nedotkne preto, lebo prevratend hodnota realneho ¢isla nebude ni-
kdy rovna nule. V takomto pripade hovorime, Ze stiradnicové osi predstavuji asymptoty
hyperboly.

: Koeficient nepriamej timernosti moze byt aj zaporné ¢islo. Pozrime sa, ¢i to nejako ovplyvni
tvar grafu a vlastnosti funkcie. Zostroj preto graf funkcie
-2
y=—.

x

. Tak najprv tabulka s niekolkymi hodnotamsi:

z | -2]-1|-05]-025]/025/05] 1 | 2 |
y=2[1]2] 4] 8 [-8[-a]-2][-1]-05
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Ak nanesiem hodnoty do suradnicovej sustavy, vyjde mi trochu iny graf. Myslim ale, Ze je
to tieZ hyperbola:

U: Ano, je to tiez hyperbola. Tentoraz sa jej vetvy nenachadzaju v I. a III. kvadrante, ale
v II. a IV. N4jdes este aj nejakt ini odlisSnost?

Z: Tdto nepriama dmernost je na intervaloch (—oo;0) a (0;00) . Myslim, Ze ostatné
vlastnosti sa nezmenili.

U: V nasledujicom prehlade v raméeku st zhrnuté vSetky vlastnosti nepriamej timernosti tak
pre kladny, ako aj pre zaporny koeficient k.




VaFul9-T | | List 5

k
Vlastnosti nepriamej timernosti y = —, k € R — {0}:
x
E>0 k<0
Y Y
4 14
3 13
2 12
1 +1
—432-1 | e—— — | 12342
0 123 477 —4—3—'2—1_?
—92 —9]
-3 -3
—4 —4
1. grafom je hyperbola; 1. grafom je hyperbola;
2. defini¢ény obor D = R — {0}; 2. definiény obor D = R — {0};
3. obor hodnét H =R — {0}; 3. obor hodnot H =R — {0};
4. neparna; 4. neparna;
5. je klesajica na (—o0;0) a (0; 00); 5. je rasttca na (—oo;0) a (0;00);
6. neméa extrémy; 6. nema extrémy;
7. nie je ohranicen4; 7. nie je ohranicena;
8. je prosta; 8. je prosta;
9. suradnicové osi s asymptoty grafu. 9. suradnicové osi s asymptoty grafu.
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Priklad 1: 7 nasledujicich prikladov vyberte tie, v ktorych si velic¢iny vo vztahu nepriamej
umernosti:
a) sirka obdlznika a dizka obdlZnika pri nemeniacom sa obsahu obdlZnika;
b) dizka strany stvorca a velkost jeho obvodu;
¢) pocet vghercov a vyska vihry pri konstantnej sume uréenej na vsetky rovnaké vijhry
spoluy,
d) vek cloveka a jeho hmotnost.

U: Najprv si pripomerime, ¢o je to nepriama timernost.

Z: Nepriamou umernostou nazyvame funkciu dani rovnicou

y=—,
X

kde k € R — {0}. Jej definicngm oborom je mnozina R — {0}.
U: Ja len doplnim, Ze pri praktickych tlohéch je zvycajne defini¢ny obor iny.

Z: Ano, napriklad nemd zmysel uvazovat o zdpornom case alebo veku.

U: Presne tak. Budeme preto uvazovat iba o kladnych éislach. Pri rieseni naSej tlohy si
moZzeme pomoct aj tym, Ze pre nepriamo umerné veli¢iny plati: kolkokrat sa zvicsi jedna
veli¢ina, tolkokrat sa zmensi druhé velic¢ina.

Z: Zacnem prvou dvojicou. Mdm posidit, ¢ si nepriamo umerné Sirka a dizka obdlZnika pri
nemeniacom sa obsahu. Myslim, Ze dno, pretoZe kolkokrdt dIhsi bude obdlznik, tolkokrdt
bude musiet byt uzsi, aby sa obsah nezmenil.

U: Vedel by si to zapisat aj rovnicou?

Z: Pre obsah obdlZnika plati vztah

S=a-b,
kde a je dizka, b je $irka. My vyjadrujeme dizku pomocou Sirky vztahom

)

=5

U: A to uZ je rovnica nepriamej imernosti, kde rolu koeficienta k prebera S a rolu premenne;j
x prebera b.

a

Z: V casti b) sa hovori o dizke strany Stvorca a velkosti jeho obvodu. Tu zase pozndm vzorec

0o=4-a,
teda tieto veliciny nie su nepriamo umerne.
U: Pre tplnost mozeme dodaft, Ze st vo vztahu

Z: Idem na cast ¢) — pocet vyhercov a vyska viyhry pri konstantnej sume urcenej na vsetky
vyhry spolu. Ak tomu dobre rozumiem, tak si maji vyhercovia rovnakym dielom rozdelit
vyhru, napriklad 1000 e . LenZe ¢im viac ich bude, tym menej sa kaZdému z nich ujde.
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U: Presnejsie by bolo povedat, ze kolkokrat viac ich bude, tolkokrat menej sa kazdému z nich
ujde. Teda ide o nepriamu tmernost. Ostala ti posledné ¢ast - porovnat vek cloveka a jeho
hmotnost.

Z: Tak tu urcite neexistuje nejaky vzorec, ktory by platil rovnako na vsetkych.

U: A urdite neplati, ze dvakrat starsi ¢lovek je dvakrat lahsi, teda tu veli¢iny nie st nepriamo
umerné.

Uloha 1: Z nasledujicich prikladov vyberte tie, v ktorjch si veliciny vo vztahu nepriamej
umernosti:
a) rychlost lietadla a ¢as jeho letu pri konstantnej vzdialenosti;
b) velkost polomeru a dlzka kruznice;
c) dlzka strany $tvorca a velkost jeho obsahu;
d) hmotnost jedného pomaranca a pocet pomarancov na kg (predpokladdme, Ze pomarance
st rovnaké).

Vysledok: a), d)
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Priklad 2:

N«

1. Urcte rovnicu nepriamej umernosti, ak jej graf prechddza bodom [—3;5].

2. Urcte koeficient nepriamej umernosti a v tabulke doplrite chybajice hodnoty premen-
nych:

: V prvej casti mdm urcit rovnicu nepriamej umernosti, ale pozndm len jeden bod na grafe.

Da sa to vobec? Ved aj na priamku potrebujem aspon dva body!

: Isteze sa to da. Grafom nepriamej imernosti je sice krivka — , ale t4 ma presne

urceny tvar. Na jej urCenie naozaj staci jeden bod. Zacni od rovnice nepriamej imernosti.

: Nepriama dmernost je funkcia s rovnicou

k
y=-.
T

Cislo k predstavuje koeficient nepriamej imernosti a moéze to byt akékolvek nenulové ¢islo.
Tusim mi zacina svitat. Kedze nezndmy je tu iba jeden koeficient, na jeho urcenie staci
jedna rovnica. A tu ziskam dosadenim daného bodu.

: Som rad, Ze si na to prisiel. Takze stradnice daného bodu [—3;5] dosadime do rovnice

nepriamej imernosti.

: Dostanem rovnicu

k
5=
-3’
odkial
k = —15.

: Preto hladana rovnica nepriamej imernosti je

: Vdruhej éasti mdam urcit koeficient nepriamej imernosti. V tabulke vsak vela idajov chijba.

Viastne poriadne pozndm tba jednu dvojicu: x = 2 a y = 2,4. Pouceny z predchadzaju-
cej casti uZ viem, Ze mi to staci. Treba len tieto hodnoty dosadit do rovnice nepriamej
umernosti. Vznikne mi rovnica

24 = E
2

Odtial ziskam hodnotu koeficienta
k=4_8.

: Toto si zvladol vyborne, ostava ti este doplnit tabulku.
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Z: To uZ teraz bude hracka, pretoZe ak mdam koeficient, tak rovnica nepriamej iumernosti je

48
==

Yy

Stact len dosadzovat a vypocitat chybajice hodnoty. Tu je vysledok:

x || 2] -1]1]2]05[48] 3
48 | 24

-1 5
y="8 _24]-48]48]24[96] 1 |16

Uloha 2: Urcte rovnicu nepriamej imernosti, ak jej graf prechddza bodom 8;2].

1
Vysledok: y = 16
Xz
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3
Priklad 3: Dana je funkcia f :y = ——.
x
(I) Urcte f(075)7 f(1)7 f(_4)
b) Urcte vietky hodnoty premennej x, pre ktoré plati f(z) = 0,5, f(z) =0, f(x) = —2.
c¢) Pomocou grafu funkcie urcte intervaly, v ktorych si funkéné hodnoty mensie nez 0,5.

U: Dana je funkcia

3
fry=——.

x
Ku ktorému typu funkcii by si ju zaradil?

Z: Toto je urcite s koeficientom —3. Je definovand pre vsetky redlne cisla
okrem nuly. V prvej éasti ulohy mdm vypocitat hodnoty v niekolkiych bodoch. Nie je medzi
nimi nula, tak jednoducho dosadim dan€ cisla do predpisu funkcie.

U: Uvazujes velmi dobre.

Z: Dosadzujem

$08) = 5% ==,
f=-3=-3,
fley=-= =2

U: V poriadku. V druhej casti fa ¢aka opacné tloha — dané st funkéné hodnoty, mas najst
odpovedajice hodnoty premennej x.

Z: Ak mdm zistit, pre ktoré x plati

f(x) =05,
tak to zapisem v tvare
3
—— =0,5.
x

To je jednoducha rovnicka, z ktorej dostanem vysledok
r = —6.

Podobne zvlddnem aj dalsie dve casti. Najprv

f(z) =0,

cize 5
——=0.

T

Hops, tu je nejakd zrada! To nemoZe nastat.

U: Veru nie, pretoze obor hodnét nepriamej imernosti je mnozina vsetkych nenulovych re-
alnych ¢isel. Odpoved preto bude, Ze neexistuje z z definiéného oboru danej funkcie, pre
ktoré by platilo f(z) = 0.
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Z: Skisim este posledné

flz) = =2
Prepisem do tvaru
3
—Z=_2
x
odkial
3
T =—.
2

U: V poslednej ¢asti tlohy mas pracovat s grafom funkcie
T
Skuis ho najprv popisat.

Z: Grafom nepriamej umernosti je .V tejto funkcii je koeficient zdporny, preto
hyperbola bude leZat v I1. a IV. kvadrante. Prechddzat bude napriklad vsetkymi bodmi, ktoré
sme vypocitali pred chvilou. Aby to bolo prehladnejsie, v ramceku si uvedené v tabulke.
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U: Pomocou grafu méas urcit vSetky hodnoty premennej z, pre ktoré plati

f(x) <0,5.

Z: Pre kladné x je to jasné. Vsetky funkcné hodnoty su zaporn€ cisla, preto su mensie ako 0,5.
Pre zdporné x to uZ nie je také jednoduché. Malé hodnoty nadobida funkcie iuplne vlavo.

c

: Pripomeniem ti, ¢o si pred chvilou vypocital — hodnotu 0,5 nadobudne funkcia v bode
r = —0.

: Aha, funkcia je tu rastica, preto hodnoty mensie ako 0,5 nadobudne pre x < —6.

c N

: Na zaver zapis poriadne vysledok.

N«

. Punkcia nadobida hodnoty mensie ako 0,5 pre vsetky

x € (—o0; —6) U (0; 00).

. 4
Uloha 3: Dand je funkcia f :y = —.
x

a) Urcte f(2), f(=5).
b) Urcte vsetky hodnoty premennej x, pre ktoré plati f(z) = 2, f(z) = —8.
c¢) Pomocou grafu funkcie urcte intervaly, v ktoryjch si funkéné hodnoty mensie nez 1.

Vysledok: a) 2, —%; b) 2, —1; ¢) (—00;0) U (4; o0)
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Priklad 4: Najdite predpis funkcie f, vyjadrujicej
a) zdvislost poctu otdcok n kolesa s priemerom d na drdhe s = 200m;
b) zdavislost tlaku plynu od jeho objemu pri stalej teplote, ak pri tlaku p = 1 M Pa md objem
V=25

Z: Na drdhe s = 200m sa otdca koleso. Cim je koleso vicsie, tym menej krdt sa potrebuje
otocit, aby preslo tento usek. Preto si myslim, Ze medzi poctom otdcok a priemerom kolesa
je vztah

U: Sthlasim, najdi jej predpis.

Z: Ked sa koleso otoci raz, prejde drahu rovni jeho obvodu
0 =27,

alebo este lepsie
o= md.

Ak chcem teraz zistit, kolkokrdt sa otoci na drdhe s, vydelim drdhu obvodom.:

s
n=-.
0
Po dosadent dostanem vysledok v tvare
200
fin=—.
md

U: Velmi dobre.

Z: S druhou castou mi budete musiet pomoct. Mdam ndjst zavislost tlaku plynu od jeho objemu
pri stdlej teplote. Urcite sme to na fyzike mali, ale kto si md pamdtat vietky vzorce. . .

U: A pritom casto stadi pouzit zdravy sedliacky rozum. MAaS napriklad v baléne uzavrety
plyn. Predpokladédme, Ze jeho teplota sa nemeni. Balén stlacis, teda zmensis objem plynu
v baldéne. Ako sa podla teba zmeni tlak?

N«

. Myslim, Ze sa zvicsi. Molekuly plynu budi mat k dispozicii mensi priestor, preto budi
castejsie nardZat do balona i do seba navzdjom. Ak baldn stld¢am, tak v rukdch citim ten
protitlak.

U: Vyborne. Prisli sme na to, Ze zmensenie objemu vyvola zvicsenie tlaku.

Z: To vyzerd na nepriamu imernost.

U: Presne tak. Aby sme nezabudli na fyziku, tak sa to vola Boylov-Mariottov zakon pre
izotermicky dej s idedlnym plynom stalej hmotnosti. Je vyjadreny rovnicou

_k
p - V?
kde p je tlak a V' je objem plynu.
Z: Ale ¢omu sa rovna koeficient k¢

U: Pre kazdy plyn je iny. Pre ten nas ho zistime zo zadania.
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Z: Jasné, je tam napisané, Ze pri tlaku p =

MPa ma plyn objem V = 25(. MoZem to
dosadit, dostanem rovnicu

1=k
2.5

Odtial
k= 25.

U: Treba daf ale pozor na jednotky, vo fyzike sa nezvykne pouzivat liter ako jednotka objemu,
ale m3. Pritom plati

14 = 1dm?® = 0,001 m>.
Prevedieme
2,5 M Pa - £ = 2500000 Pa - 0,001 m?® = 2500 Pa - m3.

Moézeme napisat odpoved: tlak plynu zévisi od jeho objemu podla vztahu
k
)= —
yt v’
kde k = 2500 Pa - m?®.

Uloha 4: Stavebnd jama s objemom V je iplne naplnend dazdovou vodou. Pomocou cerpadla
chceme vsetku vodu z jamy vycerpat. Urcte funkciu, ktord uddva zdvislost ¢asu t, potrebného
k vycerpaniu jamy od objemovej rychlosti cerpania vody x.

Vysledok: ¢t = %, x € (0;00)




VaFul9-5 | List 15
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Priklad 5: Zostrojte graf funkcie f : y = —. Pomocou neho zostrojte grafy funkcii g : y = ——,
x x

3 3
h:y:‘— ai:y:‘——.
x x
U: Na tivod més zostrojit graf funkcie
) 3
fry= .
x
Z: Je to , jej grafom je hyperbola. Aby som ju vedel zostrojit, pripravim si
tabulku s niekolkymi hodnotami:
v || =6 |=3[-1]1]3]6
y=2|-05][-1]-3[3]1]05

U: Zvladol si to velmi dobre. Teraz bez toho, aby si chystal dalsiu tabulku, zostroj graf funkcie

3

gry=-—-.
T

Z: Zmena je iba v znamienku minus. To sposobi, e vietky hodnoty funkcie f sa zmenia na
opacné ¢isla. Co bolo kladné, bude zdporné a naopak. Preto sa celij graf zobrazi osovo
sumerne podla osi x-ovej. Vysledok je na nasledujicom obrdzku:
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: Vyborne, ostavaju ti este funkcie s
: Graf funkcie

zostrojim pomocou grafu funkcie f tak, Ze td cast grafu, ktord leZala nad osou x sa nezmend.
Ale td cast, ktora lezala pod osou x, sa zobrazi osovo sumerne podla osi x-ovej. To preto,
lebo absolutna hodnota kladného cisla je to isté cislo, ale absolitna hodnota zdporného
cisla je cislo k nemu opacneé.
: Uvazujes spravne, pokracuj.

: To isté spravim aj v pripade funkcie

Ale ak sa memylim, konecny vysledok bude rovnaky, pretoZe tieto funkcie h a i sa vlaste
rovnaji. Tu je graf:
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, 1 2
Uloha 5: V jednej suradnicovej sustave zostrojte grafy funkcii f : y = —, g : y = — a
x x
5
h:y=—.
x
Vysledok:
Y
41
31
2l
11
—4 —?) -2 -1 ‘
' 0 1 2 3 4 7
-1
-2
-3
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Priklad 6: Zistite, ¢i je niektorou z uwvedenyjch tabuliek uréend nepriama umernost. Ak dno,
zapiste jej rovnicu.

a)x\\1\4\5\—6\—2 b)g;\\—6\—4\1\6\9
y|12]3]24]-3]-6 yl|-6]-9]36|6][4
U: Predpokladajme, Ze prva tabulka predstavuje . Co by to znamenalo?

Z: To by znamenalo, Ze medzi druhym a prvym riadkom existuje jednoduchy vztah

y=—,
xXr

kde k predstavuje koeficient nepriamej umernosti.

U: Vedeli by sme ten koeficient nejako urcit?
Z: Mozno by som mohol zobrat prvi dvojicu ¢isel a pomocou nich ho vypocitat.
U: Dobre, urob to.
. k
Z: Do rovnice y = — dosadim 1 a 12, teda
x
k
12 = —,
1
odkial
k=12

Dalej moézem postupovat napriklad tak, Ze do rovnice funkcie

: 12
fry=—
s
dosadim vsetky hodnoty x z tabulky. Potom porovndm, ¢i pre y mi vysli rovnaké hodnoty

ako su v tabulke:

12
4 = — =
12
f(b)=—=24.
3
Zatial hodnoty sedia, pokracujem
12
—6) = — = —2.
f(-6) = =

A tu sa to pokazilo, v tabulke je namiesto —2 ¢islo —3. Preto tdto tabulka nepredstavugje
nepriamu Umernost.

U: Velmi dobre, predpokladam, Ze tento postup zopakuje$ aj v druhej casti.
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Z: Pravdaze, u? ked mi to tak dobre ide. .. Najprv z prvej dvojice zistim koeficient:

k
—6=—,
—6
odkial
k = 36.
Teraz som ziskal rovnicu nepriamej umernosti
36
gy=—.
x

Postupne budem do nej dosadzovat ostatné hodnoty x z tabulky:

—4)=—=-9
g( ) _4 Y
36
g(1) = — = 36,
1
36
6)=—=26
g( ) 6 )
36
9) = — =4
9(9) =
A vsetko sedi, teda druhd tabulka predstavuje nepriamu tmernost.
36

U: Vyborne, ja len zopakujem, Ze jej rovnica je g : y = —.
x

Uloha 6: Zistite, ¢i je niektorou z uvedenych tabuliek uréend nepriama umernost. Ak dno,
zapiste jej rovnicu.

Vysledok: b) y = -8
xr




