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Sucdétové vzorce
RNDr. Marian Macko

U: Vedel by si vypocitat cos 15° bez pouzitia kalkulacky a tabuliek? MéZes vyuzivat iba zname
hodnoty : 30°; 45°; 60°.

: 15 stupriov by som zapisal ako rozdiel hodnét 45° a 30°. Potom cos 15° = cos(45° — 30°).
Mohlo by sa to pocitat ako rozdiel kosinusov, teda

N«

cos 15° = cos(45° — 30°) = cos 45° — cos 30°.
U: Skus dopocitat. Potom overime, ¢i mas pravdu.

Z: Hodnoty funkcie pre 30 a 45 stupriov su zndme:

cos 30° = \/_5; cos45° =

ol

Dosadim do posledného vztahu a upravim na spoloéného menovatela, co je ¢islo 2. TakZe

dostavam
V2 VB _ VI3

45° — cos30° = ~—- — *2
COS COS 5 5 5

To by mohol byt vysledok.

-3

2
U: Tak sa trochu nad nim zamyslime. Vysledok — ktory si dostal, je cislo kladné

alebo zaporné?

Z: Citatel V2 — /3 zlomku je zdporné cislo, lebo odmocnina z ¢isla 2 je uréite menej, nes
druhd odmocnina z c¢isla 3. Cely zlomok je zaporn€ cislo. Asi tu nieco nesedi.
T
U: Mas pravdu. Pre argument x z intervalu (0; 5) funkcia kosinus nadobtuda kladné hodnoty.

kosinus pre 15 stupriov mé byt kladné cislo. Preto vzorec
cos(r — y) = cosx — cosy

nema vseobecnu platnost. Hodnota funkcie kosinus pre rozdiel dvoch argumentov sa
nerovna rozdielu hodnét funkcie kosinus pre tieto argumenty.

: Ako to teda bude?
U: Tento vzorec ti prezradim ako fakt, bez dokazu. Musis si pamétat, Ze plati:

N«

cos(x — y) = cosx cosy + sinx siny.

N«

: Dost komplikovany vyraz na pravej strane vzorca. Ak takto budi vyzerat aj ostatné vzorce,
tak sa to nenaucim.
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N«

: Dolezité je, Ze ostatné vzorce sa z tohto vzorca daji odvodit. VyuZije§ poznatky o goni-

ometrickych funkciach a kosinus. Presvedcis sa o tom hned pri odvadzani vzorca,
ktory udéva, ako vyjadrif hodnotu funkcie kosinus pre stcet dvoch argumentov.
Neda sa sticet vo vyraze cos(z + y) zapisat cez rozdiel?

: Ale potom musime dat znamienko minus aj pred y a mdme

cos(z +y) = cos [z — (—vy)].

: Zacal si velmi pekne. Dalej pouzijeme vzorec

cos(x — y) = cosxcosy + sinx siny.

Pre nas pripad je prvym argumentom z a druhym argumentom (—vy). VSade za y teraz
dosadime (—y) a mame

cos(x 4+ y) = cos [x — (—y)] = cos x cos(—y) + sin x sin(—y).

: Vedel by som pokracovat dalej. Ved funkcia kosinus je . Preto cos(—y) = cosy

a funkcia sinus je , teda sin(—y) = —siny. Po dosadeni md vyraz tvar

cos x cosy + sin z(—siny).

: Super! Druhy ¢len sinz(—siny) na pravej strane sta¢i iba upravit na tvar (—sinzsiny)

a dostavame vysledok:

cos(z + y) = cosxcosy — sinrsin y.

: Mali ste pravdu. Oba vztahy su podobné. Lisia sa iba v znamienkach. Tam kde je minus

v prvom vztahu, je plus v druhom a naopak.

cos(x —y) = cosxcosy +sinxsiny; x,y € R

cos(r +y) = cosxcosy —sinxsiny; x,y € R

T
: Vysktgajme aplikdciu prvého z tychto vztahov pri iprave vyrazu cos (5 — y) Namiesto

prvého argumentu x vo vzorci

cos(r — y) = cosx cosy + sinx sin y

: dosad’ ¢islo g
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- Y 7/ . . 7 v/ ﬂ- 7/
Z: Za premenni x do vyrazov na pravej a lavej strane dosadim c¢islo 5 @ mdm

T s LT
cos <§ — y) = o8 5 Cos Y + sin 5 siny.

kosinus pre rovny ¢islu g Je rovna nule. Zdroven plati sin g =1.
Dosadim

cos (g—y> =0-cosy+1-siny.

U: Ukéazal si, ze plati:
-
cos (51 — y) = siny.

o 7 J v/ o v,/ 7T 7
7 tohto vztahu ziskame dalsi vztah vyuzitim 5 Y kosinus
oznac¢ime ako novd premennu z:
T
—_ =X
9 Y
Vyjadri nezndmu y!
. T
Z: Odratam zlomok 5 teda
T
—y=x— —.
Y 2
Vyrazy na oboch strandch rovnice vyndsobim cislom —1 a mam
T
=——z.
Y73
U: Preto zo vztahu .
cos (— — y) =siny
2
substiticiou dostdvame analogicky vztah pre funkciu
n (5 -)
sin (- —x) = cosz.
2
Z: Spominam si, Ze sme platnost tychto vztahov ukdzali aj vyuZitim a

™ .
COS §_$ = Six

. s
S1n 5-1 = COS T
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U: Odvodit vztahy pre sinus zo stc¢tu respektive z rozdielu dvoch
uz nebude problém. Vieme, ze plati:

) 7
siny = cos <§ —y> :

Z: Preto to plati aj pre argument x +y

sin(z 4 y) = cos [g —(z + y)} :

U: V hranatej zatvorke odstranime okruhlu zatvorku a prvé dva cleny spojime do novej
zatvorky. Dostavame

cos [g—(:c—i-y)} = COS [g—x—y] :COS[(g—[L‘> —y}.

Na posledny vyraz aplikuj vzorec cos(a — b) = cosacosb + sin a sin b.

7 7/ . 7/ ﬂ- 7/ . 7/ /
: V nasom pripade premennd a je vyraz 5~ x, premennd b je rovnd y. Preto dostdavam

(5 -2) =] = cos (5~ ) cosy+sin (5 - )
——x)—y| =cos(=—x)cosy+sin|— —x)siny.
cos 5 x Y 5 Yy 5 Y

s L. , s ) . (T
U: Opit pouzijeme vztahy cos (5 — :z:) =SsInz a sin (5 — q:) = COSZ:

N«

coS (g —:p) cos Yy + sin (g —x) siny = sinx cosy + cos T siny.

Dostali sme vysledny tvar vzorca:

sin(x + y) = sinx cosy + cos sin y.

Z: Ocakdvam, Ze odvodime este vzorec pre vyraz sin(z — y).

U: Vyuzijeme vzorec, ktory sme odvodili ako posledny. Da sa rozdiel (x — y) zapisat ako
sucet?
Z: Ano. Znamienko minus priradim k premennej y

r—y=x+(-y)

U: Pouzi vzorec pre vyraz sin(x + y).
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Z: Viade, kde je yvo vzorci
sin(x + y) = sinx cosy + cos xsin y,
dosadim vyraz (—y) a mdm
sin(x — y) = sin [z + (—y)] = sinx cos(—y) + cos x sin(—y).

U: Zostava ndm nahradit vyrazy cos(—y) a sin(—y) inymi vyrazmi. Ktora vlastnost funkcii
sinus a kosinus vyuzijeme?

Z: kosinus je , teda cos(—y) = cosy. Funkcia sinus je , preto sin(—
—y) = —siny.
U: Dosadime do posledného vyrazu a mame vysledok

sin(x — y) = sinz cosy — cos x siny.

Z: Je podobny predchddzajicemu vzorcu. Rozdiel je len v znamienku minus.

sin(z 4+ y) =sinxcosy + cosrsiny; x,y € R

sin(z —y) =sinxcosy — cosxsiny; =,y € R
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Priklad 1: Bez pouZitia kalkulacky vypocitagte:
a) sin 75°,
b) cos 105°.

U: D4 sa 75° vyjadrif ako rozdiel alebo stcet vyznacnych hodnot 30°; 45°; 60°7

N«

: 75 stupriov sa dd zapisat ako sucet 30 stupriov a 45 stupriov.

U: Preto budeme hodnotu sin 75° pocitat vyuzitim
sin(z + y) = sinz cosy + cos x siny.

Dosad za premenni z hodnotu 30 a za premennt y hodnotu 45 stuprtiov.

Z: Po dosadeni dostaneme
sin 75° = sin(30° + 45°) = sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45°.
a pre 30 a 45 stupriov su zndme:

V2 V2 V3
3

1
sin30° = —; sin4bh° = 7 cos45° = 5 cos 30° =

Dosadim a zlomky vyndsobim

2 V3 V2 V2 V6
T T T

ol

N | —

V citateli posledného zlomku je /6, lebo je to sucin drubiyjch odmocnin z ¢isel 2 a 3.

1
U: Vysledok sa da upravit napriklad tak, Ze vyberieme pred zatvorku zlomok Z:

sin 75° = i <\/§—|— \/6) .

Tento ciselny vyraz je vysledkom.

U: Vyries samostatne tlohu b).

Z: Mdme vypocitat cos 105°. 105 stupriov zapiSem ako sucet 45 stupriov a 60 stupriov a mdm
cos 105° = cos(45° 4 60°).
PouZijem
cos(x + y) = cosx cosy — sin x sin y.

V nasom pripade
cos 105° = cos 45° - cos 60° — sin 45° - sin 60°.
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uU: a pre 60 stuprov st

ol

1
cos 60° = 3’ sin60° = —.

Dosad a dopocitaj.

Z: Po dosadeni dostanem

o5
o5

U: Vysledkom tlohy je ¢iselny vyraz

cos 105° =

(v2-6).

= =

Je to kladné, alebo zaporné ¢islo?

[

Z: Druhd odmocnina z ¢isla 2 je menej neZ druhd odmocnina z ¢isla 6. Je to zaporné ¢islo.

Uloha : Bez pouzitia kalkulacky vypocitajte tg%.

Vysledok: tg% — tg (g . g) —2-3
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Priklad 2: Bez pouZitia kalkulacky vypocitajte sin(x + y), ak je dané:
T
) € 0) _);
cosx x < 5

U: Hodnotu vyrazu sin(z + y) budeme pocitat podla

sin(z + y) = sinz cosy + cos x siny.

Co k tomu potrebujeme najskor vypoéitat?

Z: Nepozname

premennej y.

U: Vypocitame ich zo pre funkcie sinus a kosinus

e 1 ) , s .
Dosad ¢iselntt hodnotu - za vyraz cosr a vypocitaj hodnotu funkcie sinus.

sin?z + cos? z = 1.

Z: Po dosadeni dostdvam

Ciselny zlomok umocnim a odrdtam od vijrazov na oboch strandch rovnice

5\ 2
in? -] =1
sin“ r + (7)

25

in2 -1
s1nx+49 ,

25
inr=1—"—.
s x 19

24
na pravej strane je 19’ preto plati

sin’z = %
49’

Pokracuj dalej.

Z: Vyrazy na oboch strandch rovnice odmocnim a mam

VeinZa — 1/ 24
SIn- T = —.
49

Dostanem hodnotu funkcie sinus

) 24
sinxr =4/ —.

49

pre premennu x, a tak isto nepozndme
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2 nie je a, ale jeho absolitna hodnota:

Va2 = |al.

U: Pozor! Druhé odmocnina z vyrazu a

Teda aj v nasom pripade
Vsin?z = |sinz|.

Preto po odmocneni vyrazov na oboch stranach rovnice

L, 24
S r = —
49

dostaneme
. 24
|sinz| =14/ —.

49

N«

: Ako odstranime absolutnu hodnotu?
U: V zadani je informécia, do ktorého intervalu patri premenna x. V nasom pripade zodpoveda
bodom v I. kvadrante, preto bude kladna

) 24
sinx =4/ —

49

1
U: Analogickym sposobom vypocitaj hodnotu cosy, ak zo zadania vies, ze siny = =

a - ).
Y 9’

Z: Teraz do
sin®y 4 cos?y = 1

dosadim za sinus a mam

1\2
<5> + cos®y = 1.

1 2
2—5+Cos y=1

Zlomok umocnim

a od vyrazov na oboch strandch rovnice odratam cislo %5

cos’y = 1—i
- 25

U: Hodnota vyrazu na pravej strane rovnice je %5 Pokracuj vo vypoctoch.
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Z: Po odmocneni vjrazov na oboch strandch rovnice cos®y = % nezabudnem na absolutnu
hodnotu vo vyraze na lavej strane

oyl 24
COSUY| = —.
J 25

U: Hodnoty premennej y podla zadania zodpovedaju II. kvadrantu. Pre takéto y je hodnota
funkcie kosinus zaporna. Preto
24

CcosYy = — %

U: Zrekapitulujeme vSetky zadané a vypocitané hodnoty:

) 24
cosr = —; sinx =4/ —
7 49’
. 1 24
siny = —; cosy = —1/—.
Y=g Y 25
Teraz sa mozeme vratit spit k zadaniu tlohy.
Z: Mdme vypocitat pre sucet dvoch argumentov z a y. Staci dosadit
do
in(z + ) = s n ) 24 24 n 5 1
in(x = sin x co cosxsiny =1/— | =1/ = = —.
° Y SY T EORERIY = A g 25) 75
Zlomky vyndsobim
[24 24 N 5
49 25 35
a druhy zlomok vykratim. Dostavam
/24 24 N 1
49 25 T
Co urobit s prvymi zlomkami?
L 24 . 24 - 24 , )
U: Stc¢in zlomkov — a — predstavuje jeden zlomok ———. Druha odmocnina z tohto
49 2254 04 49 - 25
zlomku je rovna ¢islu = a3 Preto vysledok tlohy bude
) 24 1 19
sin(z 4+ y) = + - =

35 7T 35
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T T
Priklad 3: Dokazte, Ze pre kaZdé redlne c¢islo x plati sin (g + ZE) — CoS (— + x) =sinz.

cC N C

N«

N«

6

: Akt mas predstavu o dokaze zadanej rovnosti?

: Upravoval by som na lavej strane.
: Ako by si zacal?

: Pouzil by som pre a dvoch argumentov. Mame ich v ramceku.
sin(z + y) = sinx cosy + cos x siny
cos(xr 4+ y) = cosx cosy — sin x sin y
IS4 Id V7 7z . w7 ﬂ- Id v/
: M&s pravdu. Prvym s¢itancom v sinus je ¢islo 3 Druhym sc¢itancom tak

ako aj pre funkciu kosinus je premenna x. Prvym sc¢itancom v argumente funkcie kosinus
™

je Cislo —.
) 6
s . ™ m . T ™ . ™ T
L =sin <—+x> — COS (—+x> = sin — cos & + cos — sin & — (cosfcosx—sm—smx) )
3 6 3 3 6 6

T m .
Hodnoty funkcii sinus a kosinus pre argument — a 6 by si mal poznat.

3
s \/§ ™ 1

: Hodnoty si sin 3= 5 cos 33 Pre argument g je to naopak. Po dosadeni dostavam
L’—\/gcos:c—i—lsinx \/gcosa: 1sinx
2 2 2 2 '
: Odstranime zatvorku a dostavame vyraz
V3 1. V3 1.
— COSX + —SInxr — —Ccosx + —sinx.
2 2 2 2

Pokracuj dalej.

: Skrtnem prvy a treti clen. St rovnaké, aZ na znamienko. V sucte daji nulu. Druhy a po-

sledny clen su rovnaké, preto ich sc¢itam a mdm

2. —sinzx.

2

Ale to je vyraz sinx.

: Postupnymi ekvivalentnymi tipravami sme dostali vyraz sin x na pravej strane rovnosti.

- Co st to ?
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U: Také tpravy, ktoré dany vyraz nahradzaji inym vyrazom, pricom st definované pre tie
isté hodnoty premennej, ktora vo vyraze vystupuje. Pre vSetky tieto hodnoty premenne;j
maju obidva vyrazy rovnaki ¢iselnit hodnotu. V nasom pripade sme pouzili sti¢tové vzorce,
hodnoty funkcii sinus a kosinus pre vyznacné hodnoty, odstranenie zatvorky, od¢itanie a

sCitanie rovnakych vyrazov.
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Priklad 4: Dokdzte, Ze pre kazdé redlne ¢islo x plati cos(x+y)-cos(z—y) = cos® x+cos? y—1.

uU:

Z:

N«

N«

Najskor upravime vyraz cos(z + y) - cos(x — y) na lavej strane rovnosti. Vyuzi najskor

Viraz cos(z + y) nahradim podla sictového vztahu virazom cosz cosy — sinxsiny. Pre
vyraz cos(x — y) to bude analogické. Znamienko plus sa zmeni na minus. Po dosadeni
madme

cos(x 4+ y) - cos(z — y) = (coszcosy — sinxsiny) - (cosz cosy + sinxsiny).

Rozndsobime?

: Je to jeden zo spdsobov, ako pokraCovat v upravach. Vyrazy v zatvorkach si rovnaké.

V prvej zatvorke sa od¢itaji, v druhej séitaja. Je to teda vzorec

a’ —b* = (a —b)(a + ).

. Ano, mdte pravdu. Sucin zdtvoriek sa dd upravit na rozdiel druhigjch mocnin. Preto plati

(cosxcosy — sinxsiny) - (cos x cosy + sin x siny) = cos® x cos® yy — sin® z sin? y.

Ale to nie je na pravej strane rovnosti.

: Pozri sa na vyraz cos? x +cos”? y — 1 na pravej strane rovnosti. Neobsahuje hodnoty funkcie

. Preto sa musime snazif vyrazy sin®z a sin?y nahradif inymi. Takymi, kde bude
funkcia

. Myslite

sin?x + cos®z = 17

. Ano. Vyraz sin® r sa na zéklade tohto vzfahu d4 nahradif vyrazom 1 — cos®z. Jedno-

ducho sme od vyrazov na oboch stranach odrétali vyraz cos? x. To isté plati pre
premenna y, teda
sin?y = 1 — cos® .

Dosad a pokracuj v tpravach.

: Po dosadent roznadasobim zdtvorky a mdm

cos? x cos? y — (1 — cos® & — cos® y + cos? x cos? y) .

: Odstranime zatvorky a dostaneme

cos® z cos> y — 1 4 cos® z + cos® y — cos® z cos® .

: Pruy a posledny clen daji v sucte nulu. Su rovnaké aZ na znamienko. Zostdvajice tri cleny

ddvaji vijraz cos® x + cos’y — 1. Ale to je vijraz na pravej strane dokazovanej rovnosti.
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Priklad 5: Vyrieste v mnozine realnych cisel rovnicu cos <6 — x) — Cos <6 + x) =3
U: Nahrad kosinusy stuc¢tu a rozdielu dvoch na lavej strane vyrazmi podla
. Mas ich v ramceku.
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb
cos(a — b) = cosacosb+sinasinb
. 7r
Z: V nasom pripade a = s a b je rovnd premennej x. Dosadim podla suctovijch
vZOTCOU 4 Mmdm
m o+ si T ( m LT ) 1
coS — cosT + sin — sinx — (cos —cosx —sin —sinx | = ——.
6 6 6 6 2

U: Teraz odstranime zatvorku. Znamienka vSetkych ¢lenov v zatvorke sa zmenia na opacneé,
preto méa rovnica tvar

T R 70 .om 1
c056005£+81n€smx—cosgcosm—l—smgsmx:——

Ako sa zjednodusi na lavej strane ?
Z: Prvy a treti sa odcitaju. Zvysné dva cleny su rovnaké. Sc¢itam ich a mam rovnicu
.om 1
2sin —sinx = ——.
6 2

. . . T , , . .
U: Vieme, ze sin 5= 3 Dosadime do vyrazu na lavej strane rovnice

1 1
2.-—sinr = —=
2
a dostavame 1
sinx = ——,
2
¢o je
Z: Sposob riesenia goniometrickej rovnice viak potrebujem pripomendt.
U: Podme na to cez . Akt interpretaciu ma funkcia na jednotkovej

kruznici?
Z: Funkcia sinus redlnemu ¢islu x priradi y-ova sturadnicu bodu na jednotkovej kruznici,
ktory zodpoveda realnemu cislu x.

.. . . 1 .
U: Pri rieSeni rovnice sinx = —3 vyuzijeme prave tuto vlastnost. Rovnost znamena, Ze

na jednotkovej kruznici mame néjst vSetky body, ktorych y-ova stdradnica je rovna
¢islu —5 Vsetky body v rovine, ktoré maju y-oviu stradnicu rovnu ¢islu —5 vytvaraju

priamku rovnobezZni s r-ovou osou.
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=

-\ i

D[

Z: Uz si spominam. Body, ktoré zodpovedaji riesSeniu najdeme ako priesecniky jednotkovej
kruznice a tejto priamky.
U: Ako méas moznost vidief na obrazku, prieseéniky st dva. Tieto body sta v III. a vo IV.
kvadrante. Hodnoty premennej x zodpovedajtce tymto bodom vyjadrime pomocou ¢isla %
T 1
Hodnota funkcie sinus pre ¢islo 6 je rovna 3

Z: Ale to je hodnota zodpovedajica bodu v I. kvadrante.

Y

N|=

e
.

U: Pozri na obrazok. Hodnoty premennej x zodpovedajice bodom v III. a vo IV. kvadrante
suvisia s touto hodnotou pre I. kvadrant. Preto plati

T 7T s 117
T =T+ == —; [BQ:Q’/T——:—.

6 6 6 6

Z: Budu to véetky riesenia?

U: Nie. Su to . Kedze funkcia sinus je s najmensou
periodou 2w, vsetky riesenia ziskame zo zakladnych hodndt pripocitanim celociselnych
nasobkov disla 2.

Z: Riesenie rovnice je

/C:{%T—i-ﬂmr; 11%—1—21%; kEZ}.
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Priklad 6: Nacrtnite graf funkcie f :y = sin (E + x) + sin (% — x) na uzavretom intervale

uU:

N(

N«

N«

. , ™ . s v
: Hodnota funkcie sinus pre arqument s je rovna cislu 3"

6
(—2m; 2m).

Zjednodusime vyraz na pravej strane . Vyuzijeme , ktoré
mas v ramceku.

sin(a 4+ b) = sina cosb + cosasin b

sin(a — b) = sinacosb — cosasinb

: Ur¢ hodnoty premennych a a b pre zadana funkciu.

T
a md v nasom pripade hodnotu 3 ab=ux.

: Pre oba v predpise funkcie st tieto hodnoty rovnaké. Vyuzitim stuctovych vzorcov

dostaneme:

fry=sin (G +a)sin (G —x) = (sin g eosw+ cos ¢ sine)+(sin g 5 sine)
. =S| — X SINN|{— — X ) = (S1IN —COST COS —SsInx SIN — COSX — COS —SsInx
y 6 6 6 6 6 6

Pokracuj v upravach.

: Po odstranent zdtvoriek dostanem

. T . . T T .
y:smgcosaz—i—cosgsmrl;—l—smgcosx—cosgsmx.

Druhy a posledny clen skrtnem. Majiu rovnaka hodnotu, odlisuji sa znamienkom. Dad-

vaju v sucte nulu. Teda
. T .
Y = smg CosS ¥ + smgcosx.

: Zvysné dva su tiez rovnaké. V sucte davaji dvojnasobok jedného z nich

LT . T LT
smgcosx—i—smgcosx:ZSmgcosx

. ., ™
Poznas hodnotu funkcie sinus pre argument 6?

1

. 1,
: Dosadime a upravime. Sucin ¢isel 2 a 3 je rovny ¢islu 1, a preto

Y= 2~§cos:c = COS Z.

. Zaujimavé. Pod komplikovanym zadanim sa skryva jednoduchd funkcia.

: Mas pravdu. Predpis funkcie f : y = sin (% + :1:) + sin <% — x) sa d& upravif na predpis

jednoduchej goniometrickej funkcie f : y = cos x. Diafam, ze poznas tejto
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Z: Grafom je
mum 1. Dalej je to uZ jednoduché.

Y

y = sin(§ +z) +sin(§ — )

Wﬂ-' '2'71-
2 2

. Zacnem v zaciatku suradnicovej sustavy. Tu nadobudne maxi-
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7 3
Priklad 7: Pre ostré vnitorné uhly v trojuholniku ABC plati: sina = —; sinf = £

N«

o 25’
Vypocitajte siny.

: D& sa uhol v vyjadrit pomocou ostatnych uhlov trojuholnika ABC?

: Stcet velkosti vntatornych uhlov v trojuholniku je 180°. Preto uhol v sa dd vyjadrit

ako rozdiel ¢isla 180° a suctu zvysnych dvoch uhlov takto

v =180° — (a + ).

: Dosadime do zadania tlohy

siny = sin [180° — (a + 9)].

Na posledny zapis sa pozeraj ako na vyraz sin(180°—z). V nasom pripade pod premennou x
si treba predstavit siucet uhlov « a (3. Vies tento zapis zjednodusit?

Viem, Ze plati sin(180° — z) = sinx. KedZe x = a+ f3, tak to v dlohe upravim na tvar

siny = sin [180° — (o + B)] = sin(a + ).

: Pointou tlohy je teda urcit hodnotu funkcie pre uhol v pomocou hodnét zodpoveda-

jacich uhlom « a (. Vie§ vyjadrit sinus pre stucet dvoch uhlov
aa (37

: Pouzijem

sin(a + 3) = sinacos § + cos asin 3.

: Hodnoty funkcie sinus pre oba uhly st zadané. Co zatial nepozname, to st hodnoty funkcie

pre tieto uhly. K ich vypoctu pouzijeme
sin®z + cos® x = 1.

Dosad najskor hodnotu pre uhol a.

V tomto pripade x bude uhol o a mam

2

sin? a + cos® o = 1.

7\ 2
(%) +cosla=1

a umocnim ako zlomok. Dostdavam

Dosadim sina = —:
25

—— + Cos

~1.
625 @
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U: Takze
5 49
cosa=1——,
625
a po uprave je
cos? a = 576
625
Odmocnime a mame
|cosa 576
osal =4/ —.
625
Aky je uhol a?
Z: Uhol a je ostry, preto hodnota funkcie bude kladna,
24
cosa = —.
25

U: Vypocitaj analogicky hodnotu funkcie kosinus pre uhol .

Z: Do
sin? 3 + cos®> 3 =1

3\ 2
(5) 4 cos? 3 = 1,

3
dosadim za sinus hodnotu £

umocnim 9
55 T cos’ =1
a odcitam zlomok 9
2
=1—-—.
cos” (3 5%

16 . : .
Na pravej strane bude zlomok T Odmocnim a kedZe aj uhol 3 je ostry uhol, dostanem

cos 3 = £

U: Mame vSetky hodnoty potrebné na doriesenie tlohy. Vrafme sa na zaciatok tlohy, kde sme
sinus uhla v vyjadrili cez

siny = sin(a + ) = sin a cos 3 + cos asin 3.

Po dosadeni mame

Pokracuj vo vypoctoch.
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Z: Staci najskor vyndsobit zlomky v dvojiciach

7 4+24 3_28+72
25 5 25 5 125 125

1 4
Sucet zlomkov bude cislo %(5), ¢o sa dd kratit ¢islom 25. Viysledok bude —, teda

siny = —.
5
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Priklad 8: Urcte tgx + cotg?z, ak tgx + cotgr = 5, pricom v € R, x # /{:g; kelZ.

U: Podla zadania je stcet hodnot funkeii a rovny cislu 5. Potrebujeme
urcit , ktory je stctom druhych mocnin tychto funkcii. Preto vyrazy na
lavej a pravej strane zadanej rovnosti tgz + cotgz = 5 umocnime a dostavame

(tgr + cotgr)? = 5°.

Uprav vyraz na lavej strane rovnosti.

Z: Pouzijem vzorec (a+b)* = a*+ 2ab+b*. V nasom pripade a = tgx a b = cotgz, preto plati

tg?x + 2tgx - cotgx + cotg’r = 25.

U: Od vyrazov na oboch stranach rovnice odratame ¢len 2tgx - cotgx, takze
tg?x + cotg®r = 25 — 2tgx - cotgw.

Zostava, urcit hodnotu vyrazu tgx - cotgz. Tusis ako sa tento vyraz déa vyjadrit?

Z: je prevratend hodnota funkcie . Preto je ich sucin rovny cislu 1, teda

tgx - cotgr = 1.

U: Spravne. Dosadime do vyrazu na pravej strane
tg®x + cotg®r = 25 — 2tgw - cotgr = 25 — 2.1 = 23.

Vysledkom tlohy je ¢islo 23.

Z: Nedala sa uloha vyriesit tak, Ze si zo zadania tgx + cotgx = 5 vyjadrim napriklad funkciu
kotangens, cotgr = 5 — tgx, a dosadim do vyrazu

tg?x + cotg?x?
U: Vyskasaj.

Z: Za vyraz cotgx dosadim 5 — tgxr a dostdvam rovnicu
tg?r + cotg’r = tg? + (5 — tgx)”.

v zdtvorke umocnim podla vzorca (a — b)* = a* — 2ab+ b*. Prvy a je rovny
cislu 5 a druhy clen b je tgx, takZe

tg?r 4 (5 — tgr)? = tg’z + 25 — 10 - tgz + tg’x.

U: Posledny vyraz sa d4 upravit na tvar 2tg2xr — 10 - tgz + 25. Aby sme vy¢islili jeho hodnotu,
museli by sme urcit tgx.
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: Ako?
: Do rovnice tgzr + cotgr = 5 v zadani tlohy by sme namiesto funkcie dosadili

cotgr = s Vyplyva to zo vztahu, ktory si uz v tejto tlohe pouzil.
gr

. Aha! Takto dostanem rovnicu

1
tgr + — = 5.
tgx

Ako postupovat dalej?

: Vyrazy na oboch stranach rovnice teraz vynasobime vyrazom tgr a mame rovnicu

tg’r + 1 = btgu.

: Nie je to jednoduché. Dostali sme

tg?r — Stgr +1 =0.

Radsej ju ale nebudeme riesit. Prvy sposob riesenia ulohy bol jednoduchsi. Uvedomujem

si, Ze bol pre riesenie tulohy
fakt doleZity.
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Priklad 9: Vyjadrite tg(x + y) ako vgraz obsahugici hodnoty tgr a tgy.

U: Najskor vyuzijeme definiciu funkcie

Z: Tangens je podiel hodndt funkcie sinus a kosinus:

sina

tga = .
cos a

uU: a je v nasom pripade stucet x + y, teda
sin(z + y)
tg(z+y) = —+.
cos(z +v)
pre a by pre teba nemali byt problémom.

Z: Pre vjraz sin(x + y) v citateli vyuZijem suctovy vzorec
sin(x + y) = sinx cosy + cosxsiny
a pre vyraz cos(z + y) v menovateli to bude vzorec
cos(z + y) = cosxcosy — sin x sin y.

Dosadim a dostavam

sin(r +y)  sinzcosy+ coszsiny

t = = '
gz +y) cos(xr +y) coszcosy —sinxsiny

U: Vysledny mé obsahovaf iba tangens premennych z a y. Kedze
posledny vyraz, ktory si dostal ipravou obsahuje hodnoty funkcie sinus a kosinus, a tangens
je ich podielom, vydelime ¢itatela aj menovatela zlomku vyrazom cos x cosy, tak ako to
vidi§ v ramceku.

sin & cos Y + cos x sin y

COS T COS Y
tg(z +y) = COS T COS Y — I I
Yy — sinzxsiny
COS T COS Y
Z: Ako z toho dostanete tangens?
uU: , ako si spravne pripomenul, je podiel hodnét funkcie sinus a kosinus.

K takymto podielom sa dostaneme, ak zlomky v ¢itateli a menovateli zlozeného zlomku
rozdelime na dve casti. Dostaneme zlozeny zlomok, ktory mas v ramceku.

sin x cos Y . cos T sin y

COSX COSY  COST COSY
cosrcosy  sinxsiny

COS T COSY COS T COS Yy
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U: Skus pokracovat.

Z: V prvom zlomku citatela zloZeného zlomku vykrdtim vijraz cosy a v druhom zlomku vijraz
cos . V prvom zlomku menovatela zloZeného zlomku vykrdtim aj cos z, aj cosy a dostdvam
vyraz zndzorneny v ramceku.

sinz  siny
_|_
coOsT  Cosy
| sinz siny

COST COsYyY

U: Vsetky zlomky, ktoré si zapisal v poslednom vyraze, mozno podla definicie nahradif hod-

notou funkcie prislusnej premennej:
sinx siny
=tgr; — = tgy.
Cos T cosy
Dostaneme
tgx + tgy
1—tgr-tgy

To je vysledok tulohy.
Zostéva ndm urcit podmienky.
Z: Vyrazy cosx a cosy musia byt rozne od nuly, lebo si v menovateloch zlomkov. To znamend,
) v/ ﬂ- . 7 v/
Ze x ay nesmu byt ¢isla v tvare (2k + 1)5, kde k je celé cislo.

sin(z +y)
cos(x +y)’
V menovateli sa teda nachadza aj vyraz cos(x + ). Tento vyraz je v postupnych apravéich
nahradeny vyrazom 1 — tgx - tgy.

U: To isté musi platit aj pre vyraz = + y, nakolko sme tg(z + y) vyjadrili v tvare

(o

: CiZe aj :1;+11/7é(2]s;+1)2

N«

U: Ano. Riesenim tejto tlohy je dost délezity vzorec pre hodnotu funkcie tangens. Preto na
zaver riesSenia ulohy uvedieme tento vzorec eSte raz:

tgr + tgy




