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Zakladné vztahy medzi hodnotami goniometrickych
funkcii
RNDr. Marian Macko

U: Predstav si, ze ti zaddm hodnotu jednej z goniometrickych funkcii. Napriklad sinx = 0,6.
Vedel by si uréif pre to isté r hodnotu funkcie kosinus?

Z: Ziadny problém. PouZijem kalkulacku. Najskor urcim hodnotu x a potom kosinus.

U: M4 to isty hacik. Vacsina hodndt uréenych na kalkulacke je dané iba priblizne. Platilo by
to aj pre nasu ulohu. Matematika vSak pozné vztah, ktory umoznuje prechod od hodnot
funkcie sinus k hodnotam funkcie kosinus. Tento vztah sa d4 objavit na zaklade

. Staci, ak si pripomenieme definicie funkcii sinus a kosinus.

Z: Redalnemu cislu x priradime zndmym sposobom na jednotkovej kruznici bod M. Suradnice
Ty a Yy tohto bodu urcuji hodnoty funkcii a . Pre nase redlne cislo x preto
plati

sinT = Yy, COST = Tpy.

U: Na obrazku mame takuto situdciu znazornent pre realne ¢islo x, ktorému zodpoveda bod
na jednotkovej kruznici v I. kvadrante. Vznikol tak pravouhly trojuholnik OM’'M. Aké
dlzky majt jeho strany?

N«

: Dizka strany OM' je vlastne kosinus redlneho ¢isla © a strana M'M uréuje hodnotu funkcie
sinus redlneho cisla x. Aka je dlha prepona, to netusim.

U: Kruznica je jednotkova. Prepona OM je jej polomerom, preto mé dizku rovna &slu 1.
Dlzky vSetkych stran pravouhlého trojuholnika st uvedené v nasledujicom ramdceku.

|OM'| = cosx
|M'M| = sinx
IOM| =1

Z: Pozndme teda dizky vietkijch strdn pravouhlého trojuholnika. Pre strany trojuholnika by
sme mohli zapisat Pytagorovu vetu.
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uU:

Mas pravdu. Pomocou nej dostaneme slibeny vzfah medzi hodnotami funkcii sinus a
kosinus. Urob to.

: Pre strany trojuholnika plati podla Pytagorovej vety vztah

OM'|> + |M'M|* = |OM .
Dosadim vyjadrenia stran a mdm

(cosz)? + (sinz)? = 1.

: Je to velmi dolezity vztah. Vyjadruje, Ze stcet druhych mocnin sinus a

kosinus je rovny ¢islu jedna.

N«

: V prvom kvadrante si sinus a kosinus kladné. Vyjadrovali aj dizky useciek. Ako to vsak

bude vyzerat, ak bod M zodpovedajici redlnemu ¢islu x bude v inom kvadrante? Hodnoty
funkcii mozu byt vtedy zdporné. Bude vztah platit aj v takomto pripade?

: Spravna pripomienka. Vyskusajme pre III. kvadrant. Aj teraz stradnice bodu M urcéuju

hodnoty funkcii sinus a kosinus. Aké st z hladiska znamienka?

Y

. Obe siradnice, teda aj hodnoty funkcii st zAporné. Nevyjadruji dizky strdn.

: Rozdiel medzi 1. a III. kvadrantom je len v znamienku minus. Preto dlZky strdn mozeme

vyjadrit napriklad pomocou absolitnej hodnoty:
|OM'| = |cos x|,
alebo pomocou opacného vyrazu:

|OM'| = — cos x.

: Po dosadeni do Pytagorovej vety zostane absolitna hodnota?
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U: Vtedy dostaneme
(| cosz])? + (| sinz|)? = 1.

Druha mocnina akéhokolvek redlneho ¢isla je vzdy nezaporné redlne ¢islo. Bez ohladu
na to, ¢i st vyrazy cosx a sinz kladné, zaporné alebo nulové. Absolttna hodnota je preto
po umocneni zbytocna. Je len duplicitou, ktora vedie k nezapornosti vysledku. Plati

(| cos z|)? = (cosz)? = cos® x.

Pre funkciu sinus to plati analogicky.
Z: Zacinam chdpat suvislosti. Ani znamienko minus vo vyjadreni dizky nemd pri pouZiti Py-
tagorove) vety vyznam. Po umocneni sa zmeni na kladni hodnotu:

(—cosx)? = (cosz)>.

U: Absolitna hodnota alebo opa¢ny vyraz st nutné iba na vyjadrenie diZok stran. Vyjadrenie
vztahu medzi hodnotami funkcii sinus a kosinus je vSak vzdy rovnaké. Nezavisi od toho,
do ktorého kvadrantu patri bod prislichajtci redlnemu ¢islu x.

U: Pokracujme teraz v hladani vztahov medzi dalsimi goniometrickymi funkciami. Vieme
vypocitat hodnotu funkcie , ak pozname hodnotu funkcie sinus?

N«

: Na tento vypocet postaci definicia. je podiel hodnot funkcii sinus a kosinus. No
a kosinus vypocitame vyuzitim vztahu, ktory sme pred chvilou odvodili.

U: Povedal si to spravne. Z definicii funkcii tangens a mame dalSie dva dolezité
vztahy medzi hodnotami goniometrickych funkcii. Platia vSak iba pre také reélne ¢isla z,
pre ktoré vyrazy v menovateli st nenulové. Teda

Z: Zacinam tusit vztah medzi hodnotami funkcii tangens a kotangens. Jedna funkcia je pre-
vratenou hodnotou druhej.

U: Vztah vyplyva z definicii tychto funkcii. Zvykne sa uvadzat v tvare, kedy na Tavej strane
je stcin hodnot funkcii tangens a kotangens. Vypocitaj tento stcin.

Z: Za tangens dosadim podiel funkcii sinus a kosinus, za kotangens naopak. Vsetky vyrazy
vykratim. Vysledok bude cislo 1.

sinx cosx

tgx - cotgr = =1

cosx sinx

U: Uréme aj podmienky.
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Z: Virazy cosx a sinx v menovateli musia byt rozne od nuly. Kosinus je rovny nule pre

T

nepdrne ndsobky cisla 5 @ sinus nadobida nulové hodnoty pre celociselné nasobky cisla .

U: Su to cisla, ktoré nepatria do a . Daju sa
vyjadrit jednym tvarom?

e+ —

_5 _ _3 _ _z ™ 3 5
5T 2m 5T T 3 0 2 s 5T 2m 5T

N<

7r T
: Cisla sa opakuji s 5 Preto sa daju vyjadrit ako celociselné ndsobky c¢isla 7"

U: Vztah
tgx - cotgr =1

-
plati pre vSetky realne cisla, okrem celociselnych nasobkov ¢isla §l

Z: Jednoducho povedané, ak tangens bude rovny cislu y, kotangens bude jeho prevratenou

1
hodnotou. Bude mat hodnotu —.
Yy

U: V nasledujtcej tabulke st zopakované este raz zakladné vztahy medzi hodnotami
goniometrickych funkcii. Dva vztahy st dané definiciou funkcii tangens a kotangens. Zvysné
vztahy st dosledkom definicii goniometrickych funkeii.

tgr = 222 xeR—{(zkH)E; keZ}
cosT 2
cotgxzc?ﬁ; re€R—{km; ke€Z}
sin x

(cosz)? + (sinz)? =1; v € R

tgx - cotgr = 1; JIJER—{]{?g; kEZ}

U: Predstav si, Ze ti zaddm hodnotu funkcie sin z a ty mas vypocitat hodnotu cos x. Mozes
vSak pouzif iba zékladny vzfah medzi hodnotami funkcii sinus a kosinus

(cosz)? + (sinz)? = 1.

Ako by si postupoval?

Z: A to je problem? Zadand hodnotu by som dosadil za sinx a odcital ju od vijrazov na oboch
strandch rovnice. Ziskal by som rovnicu

(cosx)? =1 — (sinz)?,
kde neznamou je cosx. Nakoniec by som rovnicu odmocnil a dostal by som

cosx = /1 — (sinx)2.




Ma-Go-12-T| | List 5

cC N

cC N

cC N

C N

: Odkial vies, Ze hodnota funkcie kosinus je kladna?

: Preco kladna?
: Ved sa pozri na vyjadrenie, ktoré si ziskal. Na pravej strane mas druhtt odmocninu z vyrazu

1 — (sin )% Druh4 odmocnina z redlneho éisla, ak existuje, je vidy nezdporné éislo.

: UZ mi dochddza, ¢o chcete povedat. Vo viraze na lavej strane som zabudol na absolitnu

hodnotu.

: Ano. Vyjadrenie hodnoty funkcie kosinus méa byt spravne v tvare

|cosz| =+/1 — (sinz)?.

Hodnoty funkcie kosinus mozu byt predsa aj zaporné.

: Ako urcim, ¢i je kosinus kladny alebo zaporny?

: KedZe je zadana hodnota sin x, a nie redlne ¢islo z, musi byt zadany aj interval, do ktorého

x patri.

: Ako to myslite?

T
: V zadani tulohy je uvedené, ze x patri napriklad do otvoreného intervalu (7?; %)

: Aha! Pre takeéto cisla je hodnota funkcie kosinus zaporna.

: Mozes teda odstranit absolitnu hodnotu a hodnotu funkcie kosinus vyjadrif v tvare

cosx = —y/1 — (sinx)?.

. Ale to isté€ plati aj pre redlne cisla x, ktorym s priradené body na

v druhom kvadrante. Keby som zobral prvy a stvrty kvadrant, bola by hodnota funkcie
kosinus kladna. Preto by platilo

cost = /1 — (sinz)?.

: Myslim, Ze si porozumel. Okrem hodnoty sin x, musi byt v tloh4ch zadany aj interval, do

ktorého x patri.

: Podla intervalu rozhodnem o znamienku pre cos x.

: Situacia moze byt aj opacna. Zadana je hodnota cos z a mame vypocitat hodnotu sin x.

Samozrejme zadame aj interval pre x.

: Bude to analogické. Teraz bude platit

|sinz| = /1 — (cosx)?.

O znamienku pre hodnotu funkcie sinus vsak rozhodne interval. Myslim, Ze to nemusime
rozoberat.

: Tak to som rad, zZe si problematiku pochopil. Uvidime, ako ti to pojde pri rieseni tiloh.
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Z: Mdm este jednu otdzku. Na zaciatku som si v§imol, Ze ste zapisali rovnost
(cosx)* = cos® x.

Plati to?

U: Ano. Vjraz na lavej a pravej strane vyjadruje, Zze umociiujeme
Pozor aby si vsak tento zapis nezamenil za vyraz

COS ZE2.

Z: Tak, to sa mi nestane. V poslednom vyraze je predsa zapisand druhd mocnina premennej
x, a nie hodnoty funkcie kosinus.
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12
Priklad 1: Bez pouzitia kalkulacky vypocitajte hodnoty sinz, tgr a cotgx, ak cosx = 3
3T
el —; 27 ).
ax ( 5 7T)
U: Na vypocet sinus pouzijeme zékladny vztah (cosz)? + (sinz)? = 1. Dosad
do tohto vztahu zadant hodnotu funkcie kosinus.
Z: Dostaneme

N«

12\* .,
(1—3) + (sinx)” = 1.

Zlomok umocnime tak, Ze umocnime citatela aj menovatela.

144
169 + (sinz)? = 1.
: V tejto rovnici je nezndmou vyraz sinz, preto si ho vyjadrime. Od oboch stran rovnice
144
dpocit lomok —:
odpocitame zlomo 169 "
(sinz)> =1- —.
169
Aky zlomok dostaneme na pravej strane?
169 144
: Clislo 1 sa dd zapisal v tvare zlomku 169" Rozdiel zlomkov 169 a 169 na pravej strane dd
zlomok —, takze
169 o5
. 2 49
(sinz)” = T

: Poslednd rovnica urcuje druhtt mocninu vyrazu sinz. My mame vypodcitat sinz. Ak

upravu pouzijeme?

5
: Odmocnime vyrazy na oboch strandch rovnice a dostaneme vysledok sinx = e

U: Pozor! Druha odmocnina z druhej mocniny vyrazu je absolitna hodnota tohto

vyrazu, t. j.

Vu? = |ul.

: Aha! Vidy na to zabudnem. V nasom pripade preto plati

(sinz)? = |sinz|.
: Rovnicu 95
N2
sinx)” = —
( ) 169
odmocnenim upravime na tvar
5
|sinz| = —.

13




Ma-Go-12-1 | | List 8

Z: Odkial urcime, ¢ hodnota funkcie sinus bude kladnd alebo zdpornd?

3T

U: Zabudol si na druht informéciu v zadani. Vieme, ze x € <2; 2#). Akt hodnotu v po-

rovnani s nulou nadobtda funkcia sinus v tomto intervale?

Z: nadobida zaporné hodnoty.
5
U: Preto rieSenim pre hodnotu funkcie sinus bude zaporné ¢islo I3 t. j.
sinx >
inr=——.
13
Urcit hodnoty funkcii a uz nebude pre teba problém. Vyuzi definicie

tychto funkecii.

Z: Tangens je urceny podielom funkcii sinus a kosinus
sin @
tgr =
cos T

5
Za stnus staci dosadit zlomok I3 a za funkciu kosinus dosadim zlomok 3 Takze

5
sin x 13 5
t e = — = ——
8T = osz 12 12
13

U: Pre vypocet hodnoty funkcie kotangens sa pontika niekolko moznosti.

Z: Ved to vypocitam analogicky podla definicie funkcie . Iba vymenim funkcie sinus
a kosinus v zlomku. Teda aj c¢iselné hodnoty a dostdvam

12
CcosS T 13 12
t = = ——,
coter sinz 9 5
13

U: Inou moznostou vypoctu je pouzitie vztahu tgz - cotgr = 1. Hodnotu funkcie kotangens
vypocitame ako prevratent hodnotu k hodnote funkcie tangens, t. j.

Ak mas hodnotu funkcie tangens, kotangens je jeho prevratenou hodnotou. Vymenis ¢iselné
hodnoty v ¢itateli a menovateli zlomku.
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15
Priklad 2: Bez pouzitia kalkulacky vypocitajte hodnoty sinx, cosx a cotgr, ak tgr = ——

8
axreE (E 7r>
2’ ’

U: Ktorti hodnotu by si vypocital pomerne jednoducho?

Z: S funkciou suvisi funkcia . Plati

tgx - cotgr = 1.

U: Teda

cotgr = —.
tgx

Dosad zadani hodnotu pre tgx.

Z: Po dosadeni dostanem zloZeny zlomok, ktory upravim na jednoduchy tvar:

¢ 1 1 8

cotgr = — = —% = ——.
g T 15 15
8

Vlastne vo vyslednom zlomku pre kotangens budi ciselne hodnoty prehodené v porovnani
s funkciou tangens.

U: Zostava urcit hodnoty funkcii sinus a kosinus. Ony urcuji tangens. Tangens je definovany
ako podiel funkcii sinus a kosinus:

Z: Potom je to lahké. Staci porovnat zlomky. Sinus je rovny cislu —15 a kosinus je rovny

cislu 8.
U: Nebude to také lahké. NavySe nemdas dobry vysledok. Hodnoty funkcii sinus a kosinus
N - s , . sinw 15 . :
mozu byt iba v rozpiti ¢isel od —1 do 1 vratane. Rovnica = —— je prvou rovnicou
cos T

pre nezname hodnoty funkcii sinus a kosinus. Druhti rovnicu dava zdkladniy vztah medzi
tymito funkciami:
(cosz)? + (sinz)? = 1.

Z: Budeme riesit sustavu dvoch rovnic o dvoch nezndmych?
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U: Ano. Prva rovnica v ststave mé tvar

sin x 12

Ccos T 8
a druhou rovnicou je rovnica
(cosx)® + (sinz)? = 1.
Z: Nezndmymi v sistave rovnic si vjrazy sinz a cosx ?
U: Je vhodné, ak si ich v dalSom rieSeni oznac¢ime jednoduch$imi symbolmi, napriklad

a=sinx, b= cosx.

Stustavu rovnic prepiSeme pomocou neznamych a a b na tvar

a 12
b 8

b +a?=1.

Z: Nevyzera to dobre. V sustave nie je Ziadna

U: Ak si z prvej rovnice ststavy vyjadri§ neznamu a, tak sa k nejakej jednoduchsej rovnici
dopracujeme. Ziskany vyraz dosad do druhej rovnice.

< a 15

Z: 7 prvej rovnice 7= "3 vyndsobenim vyrazov na oboch strandch rovnice nezndmou b
dostanem 15
a=——b>.
8

Tento vyraz dosadim za nezndmu a do druhej rovnice

15
b+ (—=b)? =1
8
U: Vidi§, ze si to zvladol. Dalej budem pokracovat ja. Zlomok vo vyraze na lavej strane

umocnime. Sucet vyrazov na lavej strane rovnice upravime na spoloéného menovatela, ¢o
je ¢islo 64.

225
2+ 2 =1
64
4 29
6—b2 + —5b2 =1
64 64
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Z: Scitat zlomky je u# lahké. Dostanem

N«

289
—bv =1
64
Viem osamostatnit druhi mocninu nezndmej b na lavej strane. Viyrazy na oboch strandch

rovnice vyndsobim cislom 64 a zdaroven predelim cislom 289:

289"

Aby sme vypocitali b, odmocnime.

: Nezabudni, ze vb? = |b|. Preto nasu rovnicu upravime na tvar

64
b = ¢/ .
289

8
Vysledkom druhej odmocniny je cislo ITa

: Neznama b oznacuje hodnotu funkcie kosinus. Teda

8
| cos x| = |b| T

: Odkial urcime, ¢ hodnota kosinus je kladnd, alebo zdpornad?

’ . /’ v 7(- /7 . . 7z /7 ’
: 'V zadani je uvedené, ze v € <§ 7r>. Pre takéto x je hodnota funkcie kosinus zaporna.

Preto
8
coST = ——.
17
: Neznama a oznacovala sinus. Zaroven z riesenia ulohy vieme, Ze
12
a=——>b.
8

Dosadim za nezndmu b a mdm

121 8\ 12
St =a= Tt =Ty 17) 17
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Priklad 3: Zjednoduste vyraz a urcte, pre ktoré redlne cisla x je definovany:

C N C N

sinz — (sinx)?

cosz — (cosx)3’

. V éitateli zlomku by som vybral pred zatvorku vijraz sinz. V menovateli sa to dd urobit

analogicky s vyrazom cosz, tak, ako ho vidite v ramceku.

sinz — (sinw)®  sinz- (1— (sinz)?)

cosx — (cosx)3  cosx - (1 — (cosz)?)

: Vyrazy v zatvorkach posledného zlomku sa daji nahradif jednoduchsimi vyrazmi. Vieme,

7e (cosx)?+ (sinxz)? = 1. Ak odéitame od vyrazov na oboch stranéch rovnice vyraz (sin z)?,

dostaneme
(cosz)? =1 — (sinz)?.

Preto namiesto vyrazu v zatvorke ¢itatela zlomku napiSeme vyraz (cosz)?.

Pre vjraz v menovateli je to analogické. Viraz 1 — (cos x)* nahradime vjrazom (sinx)?.

: Spravne. Tieto vyrazy su cyklické.

Co to znamend?

: Hodnoty funkcii sinus a kosinus sa daji navzajom vymenit bez zmeny vysledku.

Po tpravach dostaneme zlomok
sinz - (cosx)?
cosx - (sinz)?

V tomto zlomku sa daji kratit vyrazy sinx v ditateli a (sinz)® v menovateli zlomku. Zo-

stane vyraz sin x v menovateli zlomku. Podobne vykrdtime aj vyrazy s kosinusom. Zostane
vyraz cosx v citateli zlomku. Po krateni dostdvam

COS T 1

1 sinz’

: Tento vysledok sa este da zjednodusit. Podiel funkcii kosinus a stnus definuje funkciu

. Vysledkom tulohy je preto vyraz cotgz.

sinz — (sinz)®  cosx

= cotgx

cosx — (cosz)3  sinx

: Zostava urcit podmienky pre premenni x v pdvodnom vyraze.

Vijraz cosx — (cosx)® v menovateli zadaného zlomku nesmie byt rovny nule.

: Mas pravdu. Ale tento vyraz sme postupne nahradili inymi vyrazmi. Pre urcenie a riesenie

podmienok su vyhodnejsie. Sleduj ramcek, ktory rekapituluje vSetky nase upravy. Hlavne
vyrazy v menovateli prvych troch zlomkov. Ide stale o ten isty vyraz vyjadreny v inom
tvare.
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sinz — (sinz)?

sinz - (1 — (sinz)?)

cosz — (cosx)3

_ sinz - (cosx)?

cosx - (1 — (cosz)?)

COS T

~ cosz - (sinw)?

- = cotgx
sIn T

Z: Mdte pravdu. Nahradili sme ho stc¢inom cos z-(sinz)?. Teda
musia byt rozne od nuly.
sinz # 0, cosz # 0.
Sinus nadobida hodnotu nula pre celociselné nasobky cisla ™ a kosinus pre nepdrne nd-
T
sobky cisla 5
U: Sleduj na ¢iselnej osi. Celociselné nasobky ¢isla 7 st znazornené cervenou farbou a neparne
s
nasobky c¢isla — modrou farbou. Vsetky tieto ¢isla nepatria do
Daju sa vyjadrit jednym tvarom?
R T T Y S ST T
—gﬂ' —2m —%Tl’ - -5 0 3 m
. T
Z: Opakuji sa vidy o cislo 3" St to celociselné ndsobky tohto cisla.
U

T
nych nasobkov cisla 5

D=R-

([

™

k
—ﬂ;k‘EZ

Uz henf

2w

: Definiénym oborom zadaného vyrazu je mnozina vsetkych redlnych ¢isel, okrem celocisel-

stnus a kosinus

Nt
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Priklad 4: Zjednoduste vyraz a urcte, pre ktoré redlne cisla x je definovany:

COs ™ COS T

1—sinz 1+sinz
U: Zlomky upravime na spoloéného menowvatela. Bude to si¢in vyrazov 1—sinx a 1+sinx
v menovateloch zadanych zlomkov.

Z: Prvy zlomok rozsirime vyrazom 1+ sinx a druhy zlomok rozsirime vyrazom 1 —sinx. Tak,
ako to vidime v ramceku.

cosx  _cosw _ _ cos z(1 +sinx) 4 o8 z(1 —sinx)
1—sing 1+sinz (1—sinz)(1+sinz) (1 —sinz)(1+sinw)

U: Stcet zlomkov s rovnakym menovatelom bude zlomok s tym istym menovatelom, pri¢om
¢itatel vysledného zlomku bude stic¢tom vyrazov v ¢itateloch danych zlomkov. Dostali sme

teda zlomok
cosz(1 4+ sinz) + cosz(1 — sinx)

(1 —sinx)(1 + sinx)

Pokracuj v ipravach.

Z: Vyrazy v citateli roznasobim. V menovateli pouZijem vzorec
(a —b)(a+0b)=a®— b

Po tychto upravach dostanem

cosx +cosxsinx + cosx — cosSxsinx

1 —sin’z
V Citateli vyrazy cos x sinx a — cos x sin xdaji nulu. Zvysné dva vyrazy mozno scitat. V ¢i-
tateli zostane vyraz 2 cos x, takZe mdme

2cosx
1 —sin?z’

Bude to vysledok?

U: Tento vyraz sa este da upravit. Vyraz 1 — sin® 2 v menovateli sa d4 nahradif vyrazom
2
cos” T.

Z: Preco?
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U: Plati

cos?z +sinz = 1.

Ak odé¢itame od v§razov na oboch stranich rovnice vyraz sin® z, dostaneme
cos’z =1 — sin®z.
Dosad a pokracuj v tpravach.
Z: Po dosadent sa kosinus v citateli vykrati s jedngm kosinusom z menovatela.

2cosx B 2cosx B 2

1 —sin’?x cos?xz  cosz

U: Vyraz
realne Cisla mozno dosadif za premennt z, aby existovali hodnoty vSetkych vyrazov, ktoré
sme ziskali pri upravach zadaného vyrazu? Od c¢oho to zavisi?

je vysledkom prvej casti tlohy. Zostava urcit . Ktoré

Z: V menovateloch zlomkov nesmii byt nuly. To mdm napisat vietky podmienky?

U: Pokial st rozne, tak 4no. Podmienky 1 —sinx # 0 a 1 + sinz # 0 st obsiahnuté v pod-
mienke pre spoloény menovatel (1 — sinx)(1 + sinx) zlomku, ktory sme ziskali Gpravou.
Stéin tychto vyrazov sme viak nahradili vyrazom 1 — sin®x a ten vyrazom cos? z. Preto
podmienky pre tieto vyrazy vyjadruju to isté, ako dve podmienky zo zadania. Je jedno-
duchsie vyrieSit podmienku pre posledny vyraz. Je totiz jedind, a navySe sa v rdznych
ulohach casto vyskytuje.

cost # 0
Vyries tito podmienku.

. T
Z: Hodnota funkcie kosinus je rovnd nule pre nepdrne ndsobky ¢isla 5 Tieto redlne cisla teda

nepatria do
™
D=R— {(2k+1)§; k ez}

U: Chcem fa pochvalif za symbolicky zapis neparnych celych ¢isel. Cisla v tvare 2k s parne,

.....

Cisla.
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Priklad 5: Zjednoduste vyraz a urcte, pre ktoré redlne cisla x je definovany:

1 1
tg?r +1 * cotg?z +1°

U: Zapis hodnoty funkcii a pomocou hodnét funkcii sinus a kosinus.

Z: Funkcia tangens je definovand ako podiel funkcii sinus a kosinus. Funkcia kotangens ako
podiel funkcie kosinus a funkcie sinus. Dosadim to teda do zadania tak, ako to vidime v

ramceku.
1 1 1 1
tgr +1 i cotg®r + 1 [sing )2 T cos T2 ]
(cosa:) +1 <Sinaj> +

U: Zlomky umocnujeme tak, ze umocnime vyraz v citateli a vyraz v menovateli. Ak to uro-
bime, tak mame

1 . 1
sin? cos? x '
L
cos? x sin?

Uprav menovatele zloZenych zlomkov na spoloéného menovatela.

2
. 4 . L o cos’ x ,
Z: V menovateli prvého zloZeného zlomku napisem cislo 1 v tvare zlomku ———. V menovateli
cos? x
. . . .. sin? x
druhéeho zloZen€ho zlomku napisem cislo 1 v tvare ——.
sin”
1 n 1
sinx  cos’z  cos?z  sin’z
2 2 : 2 + s 2
COS“ T COS“ T Sin- xr SIn- T

Z: Zlomky v menovateloch zloZenych zlomkov séitam a mdm siucet zlomkov

1 1

- 2 2 + 2 :
sin“ x + cos“x COos” x + sin

cos? x sin?

2x

U: Zlozené zlomky upravime na tvar jednoduchych zlomkov. Cislo 1 v ¢itateli si predstav

ako zlomok —. Zlozeny zlomok, ako vieme, nahradime jednoduchjm zlomkom, v citateli

ktorého bude stucin vonkajsich vyrazov zlozeného zlomku. V menovateli jednoduchého
zlomku bude sucin vnitornych vyrazowv zlozeného zlomku.

cos? sin? x

sin?x +cos2x  cos?z +sin?z

Z: Oba zlomky maji rovnakého menovatela, vyraz sin® x 4 cos® x. Preto s¢itam vyrazy v ¢i-
tateli tychto zlomkow.
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sin® x + cos? x

cos? z + sin’ z

Z: V citateli aj menovateli st rovnaké virazy. Vykrdtim ich. Vysledkom bude &islo 1.

U: Posledné tipravy sme mohli urobif aj inaé¢. Sleduj este raz posledné zloZené zlomky, ktoré
sme upravovali na tvar jednoduchych zlomkov:

1 1
sin?x + cos?x  cos?w +sin’x’
cos? x sin® x
Viimaj si vyraz sin? z +cos? x v Gitateli zlomkov nachadzajicich sa v menovateli zlozenych
zlomkov. Ned4 sa tento vyraz nahradif inym vyrazom?
Z: Jasné. Hodnota tohto vijrazu je stdle rovnd jednej, lebo plati
sin?z + cos® x = 1.
U: Preto sme mohli ¢asti zloZzenych zlomkov zjednodusit.
1 n 1
1 1
cos’z  sin’z
Z: Vidim, Ze ak zjednodusime zloZené zlomky, vyuZijeme tento vztah este raz:
1 1 cos’z sin®z 2 4
I + T~ 1 + 1 =sm“z +cos”x = 1.
cos?z  sin’z
Dostali sme ten isty vysledok.

U: Uréme podmienky. V menovateli zlomkov sa vyskytol vyraz sin?z + cos?z. Ten, ako
vieme, je rovny ¢islu 1 pre vSetky realne ¢isla z. Nadobida teda nenulové hodnoty. Ktoré
dalsie vyrazy sa nachadzaji v menovateli zlomkov?

Z: Druhé mocniny hodnét funkcii sinus a kosinus. V zadani si v menovateli vijrazy tg>x + 1
a cotg?x + 1.

U: M4S predstavu, ¢i posledné dva z nich mozu nadobudat nulovi hodnotu?

Z: Netusim.
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U: V oboch vyrazoch je sticet druhej mocniny goniometrickej funkcie a ¢isla 1. Druha mocnina

N«

akéhokolvek realneho ¢isla u je vSak ¢islo nezdporné:
u? >0
Plati to aj pre druhé mocniny hodnot funkcii tangens a kotangens. Ak k tomu priratame
¢islo 1, buda hodnoty vyrazov minimélne 1, teda
tg?z +12>1, cotg’z+12=>1.

Tieto vyrazy nenadobtidaju nulovi hodnotu.

: TakzZe zostdvaju uz iba druh€é mocniny vyrazov sinx a cos x, ktoré su v menovateli zlomkov.

Musi platit
sinz # 0, cosz # 0.

: Vyries$it tieto podmienky by pre teba nemal byt problém.

. Z prvej podmienky sin x # 0 vyplyva, Ze x musi byt rozne od celociselnych ndsobkov éisla ,

t. J.
x # km.
Z druhej podmienky cos x # 0 vyplyva, Ze x musi byt rozne od nepdrnych ndsobkov ¢isla g,
t. j.
™

. <A 2 , , < ™
: To znamena, ze x je rozne od celoc¢iselnych nasobkov dcisla 5 a

D:R—{krg; A;ez}.
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Priklad 6: V mnoZine redlnych cisel vyrieste rovnicu 2sin’z + 3cosz = 0.

uU:

N(

Rovnicu upravime na taky tvar, aby vyraz na lavej strane obsahoval iba hodnoty funkcie
kosinus. Druhti mocninu funkcie sinus vyjadrime zo vztahu:

sin?z + cos?z = 1.

: Odéitam od oboch strdn rovnice vijraz cos? x. Dostdvam

2

sinz =1—cos®z.

: Preto v rovnici zo zadania prikladu nahradime druhi mocninu hodnoty funkcie sinus

vyrazom 1 — cos? x a dostédvame
2(1 — cos® ) + 3cosx = 0.

Pokracuj v tprave.

: Rozndsobil by som vyrazy na lavej strane rovnice. Ziskam rovnicu

2 —2cos’z + 3cosx = 0.

Co dalej?

: Na pravej strane rovnice je nula. Pozri sa na vyraz na lavej strane. Obsahuje tri ¢leny. Vyraz

cos x, jeho druhti mocninu a absolitny ¢len. Aky typ rovnice ma tieto charakteristiky?
?

: Ano, je to kvadratickd rovnica. Jasnejsie to bude vidiet, ak zavedieme . Vyraz

cos x nahradime neznamou u. Druhd mocnina funkcie kosinus bude druhou mocninou
substitu¢nej neznamej u.

COST = U, COS2 r — ?1,2

: Po dosadent do poslednej rovnice dostdavam rovnicu

2 —2u?+3u=0.

Obe strany rovnice vyndsobim cislom —1 a usporiadam od kvadratického clena po absolutny
clen
—2+42u* —3u=0,

2u? —3u—2=0.

: Ako urcis korene poslednej rovnice?
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Z: Pouzijem vzorec:

—b+Vb? — 4dac

2a

Uy =

Urcim si koeficienty
a=2 b=-3, c=-2.

Dosadim do vzorca a mam
—b+ V0> —4dac  —(-3)+\/(-3)2—-4-2-(-2) 3+£/9+16 345

2a 2-2 4 4
U: Slusny vykon. Dostaneme dva korene

Uy =

345 3—95

=y 4 2

Pre kazda hodnotu substitu¢nej nezndmej v vyrieSime goniometricki rovnicu, lebo
cosx = u. Dosad za u ¢islo 2.

Z: Ale rovnica cosz = 2 memd riesenie. Kosinus nadobiuda hodnoty iba od —1 do 1. Kosinus
nemoze byt nikdy rovny cislu 2.
U: Zostava ndm vyriesit rovnicu cos z = 5 Vyuzijeme . Funkcia
realnemu ¢islu x priradi xz-ovi stradnicu bodu na jednotkovej kruznici. Preto ur¢ime
vSetky body jednotkovej kruznice, ktoré maju x-ovi stiradnicu rovnu ¢islu —5 Do ktorych
kvadrantov patria?
Z: Kosinus je zdporny v II. a v III. kvadrante.

Y

1

Z2

x1

-1\ -1
2

s/

1 T
U: Prezradim ti, ze funkcia kosinus nadobiida hodnotu — pre x rovné ¢islu 3 Vyuzijes ju pre

urcenie hodnoty zodpovedajicej bodom v II. a v III. kvadrante.

Z: V jednom pripade hodnotu g odpocitam od cisla ©, a v druhom pripade ju k c¢islu m

pripocitam:
B T 27
MET =g
B T 4rm
Tog =T+ 3° 3
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U: Ur¢il si zékladné hodnoty riesenia v intervale (0; 27). Funkcia kosinus je periodickad s naj-
mensou periédou 27. Preto vSetky riesenia rovnice dostaneme pripoc¢itanim celoc¢iselnych
nasobkov ¢isla 27 k zakladnym hodnotam riesenia. Takze

IC:{Q?WjLZkW; %T%-ka; k‘EZ}.
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Priklad 7: V mnoZine redlnych cisel vyrieste rovnicu tgx + cotgr — 2 = 0.

uU:

Funkciu nahradime funkciou . PouZijeme zakladny vztah medzi hodno-
tami tychto funkecii:
tgz - cotgr = 1.
: Z toho mam
cotgr = —.
tgx

Po dosadent do zadanej rovnice dostdavame:

1
tgr + — —2=0.
tgx

: Odstranime zlomky. Obe strany rovnice vynasobime vyrazom tgz. Potom

tg?r + 1 — 2tgr = 0.

Akého typu je poslednd rovnica?

: Je to . Cleny v rovnici by som usporiadal od kvadratického po absolitny

clen.
tg?r — 2tgr + 1 =0.

Zavedieme substituciu?

: Nie je to nutné. Pozri sa eSte raz na vyraz na lavej strane rovnice. Pripomina jeden z ¢asto

pouzivanych vzorcov.

: Myslite vzorec (a — b)? = a* — 2ab + b*?

: Ano. Vyraz na Tavej strane rovnice sa v nasom pripade da upravit na tvar

tg?r — 2tgr + 1 = (tgr — 1)

Rovnicu potom upravime
(tgr — 1)* = 0.

Kedy sa druha mocnina rovna nule?

Z: Druhd mocnina je rovnd nule, ak zdklad mocniny je nula. Preto v nasom pripade plati
tgr — 1 =0.
U: VyrieSime tgxr = 1. Kolko ma v in-

tervale (0; m)?

: Preco iba v tomto intervale, ked mdme riesit rovnicu v mnoZine redlnych cisel?

: Funkcia tangens je periodicka s najmensou periodou w. Preto hladame zakladné

hodnoty riefenia iba v intervale dizky 7. VSetky rieSenia potom vyjadrime ako stdet zé-
kladného riesenia a celoc¢iselnych nasobkov ¢isla 7.
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T
Z: Uz si spominam. Funkcia tangens nadobuda hodnotu 1 pre x = 1

U: Vsetky riesenia rovnice tgx = 1 budu preto vyjadrené v tvare
T
1 + km; k€ Z.

S tieto ¢isla aj riesenim zadanej rovnice?

Z: Ano, ved vietky upravy rovnic boli ekvivalentné.

U: Na nieco podstatné si vSak zabudol. a ,
ktorych hodnoty st vo vyraze na lavej strane povodnej rovnice, nie je mnozina vsetkych
realnych cisel.

7/ . 3 / 7 7/ v/ 7T v/ I

Z: Jasne! Tangens nie je definovany pre nepdrne nasobky cisla 5 0 kotangens pre celociselné
nasobky cisla w. Korene rovnice vsak tymto podmienkam vyhovuji.

U: Mnozinou korenov zadanej rovnice je teda

/C:{%—i—kﬂ; kEZ}.
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Priklad 8: V mnoZine redlnych cisel vyrieste rovnicu

N«

. . . , . . . ¢
: Ale zlomok na lavej strane rovnice je rovny jednej. Z rovnice
¢

— —tg’r = 1.
cos? x

: Neviem, ako zacat. V zadani rovnice si dve rozne goniometrické funkcie.

. Existuje vSak medzi nimi stvis. Funkcia sa da vyjadrif ako podiel funkcii sinus a

kosinus:

Vyuzi to pri Gprave vyrazu na lavej strane rovnice.

: Dobre, dosadim do rovnice a zlomok umocnim. Umocnim zvldst Citatela a menovatela

Zlomku:

) 2
1 sin x 1
cos? x COS T
1 (sinz)?

_ ;:1

cos?x  (cosx)?

: Zlomky na Tavej strane rovnice odéitame. Maju spoloéného menovatela. Preto Gitatel bude

rozdielom vyrazov v Citateloch danych zlomkov, teda

1 — (sinz)?

=1.
cos? x

Ako sa da vyjadrit vyraz 1 — (sinz)? v Citateli zlomku?

: Viem, Ze sin®x + cos?w = 1. Preto vjraz 1 — (sinx)? je vlastne cos® x.

: Dostavame takto rovnicu

2
COos™ x
= 1'

cos? x
2

5— = 1 dostaneme vyrok
os?x

1 = 1. Taky vyrok plati vZdy.

: Ano plati vzdy, pokial st definované vyrazy na lavej a pravej strane rovnice. Zadan4 rovnica
vSak obsahuje na lavej strane zlomok o
cos?
: Aha! V menovateli zlomku nesmie byt nula. Preto hodnota funkcie must byt rozna
od nuly.
cosx # 0.

Co bude riesenim podmienky?

. . vs ™ .
: Hodnota argumentu z nesmie byt neparnym nasobkom disla 5 t. J.

x#@k+ng;kez

. Takd ista podmienka plati aj pre funkciu . Vyjadrili sme ju ako podiel funkcii sinus

a kosinus. Preto musi byt rozny od nuly.
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U: Iné podmienky v procese tprav zadanej rovnice nevznikli. Preto riesenim zadanej rovnice

. o « ; p s . P s ™
je mnozina vsetkych realnych ¢isel, okrem neparnych nasobkov ¢isla 5

K:R—{(Qk—i—l)g; k;eZ}
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P

y4

riklad 9: Nacrinite graf funkcie f : y = tgr - cotgr.

: Budeme ndsobit hodnoty funkcie tangens a kotanges pre niekolko hodnot argumentu x ?

U: Vyhodnejsie je upravit vyraz na pravej strane v predpise funkcie. Ako vieme, st¢in hodnéot

c

No C N

funkcii a je jedna, t. j.

tgx - cotgr = 1.

. Ale to je potom jednoduchd tuloha. Po dosadeni do predpisu funkcie dostanem

fry=1
Jej bude priamka rovnobezna s z-ovou osou. Priamka bude pretinat y-ovi 0s
v bode 1.

: Nebude to cela priamka. Nezabudaj, ze funkcie a st definované ako
zlomky. Ich nie je mnozina vsetkych realnych cisel.

: Na to vidy zabudnem. Ked v zadani nevidim zlomky, tak sa v rieseni vidy pondhlam.

: Tie zlomky st v pojmoch tangens a kotangens. Ako vyzeraju?

: Funkcia tangens je definovand ako podiel funkcii sinus a kosinus

sinzx

tgr = .
Cos T
Preto hodnoty funkcie kosinus musia byt nenulové, ¢ize

cosx # 0.

T
Kosinus nadobida nulovi hodnotu pre neparne nasobky ¢isla 5

: Preto tieto cisla nepatria do f. Nepatria tam aj dalSie cisla,
ktoré suvisia s funkciou kotangens.
: Funkcia je podielom hodnot funkcii kosinus a sinus. Preto hodnoty funkcie sinus

musia byt nenulové. Zapisem to v tvare

COS T
cotgr = — ,
sin x
sinx # 0.

Sinus nadobida nulovi hodnotu pre celociselné nasobky cisla .

T
: Od funkcie tangens sme z defini¢ného oboru funkcie f vylucili éisla v tvare (2k + 1)5. Od
funkcie kotangens ¢isla v tvare kmw. Obe tieto skupiny ¢isel moZno zapisat jednym tvarom
T
k§ Preto

D(f):]R{—{kg; k:eZ}.
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Z: Ako sa to prejavi na grafe?
U: Liniou grafu bude priamka, ako si to uz povedal. Vyznac¢ime na nej prazdne kruzZky vo
b
vsetkych bodoch, ktorych z-ova stiradnica je celoc¢iselnym nasobkom ¢isla 5

Y
1 y = tgx - cotgw
—0 0 o Q Q Q Q
[ [ [ [ [ [
[ [ [ [ [ [
s x s x s s
o z 0 z s 3 2r *
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Priklad 10: V mnozine redlnych cisel vyrieste rovnicu 3 cos? x + sinx cos x + 2sin’z = 2.

U: V rovnici sa vyskytuja aj druhé mocniny goniometrickych funkcii a . Spaja
ich zakladny vztah
sin? x + cos®x = 1.
Vyjadri odtial sin?z a dosad do zadanej rovnice.
Z: Vijraz sin® x v rovnici
3cos®x +sinz cosz + 2sin’ v = 2

nahradim vijrazom 1 — cos® .

3(:082:E+sin:1:cosx+2(1 —cost) =2

U: Potom vyrazy roznasobime a mame
3cos’x +sinxzcosz +2 — 2cos’x = 2.

Pokrac¢uj v dalsich tpravéch.

Z: Od vyrazov na oboch strandch rovnice odcitam cislo 2
2 . 2 .
3cos“x +sinxcosz — 2cos” x = 0.
Rozdiel vijrazov 3cos® x a 2 cos® x na lavej strane rovnice je rovny cos® x, preto dostdvam
2 : _
cos”z +sinzcosz = 0.

Na lavej strane rovnice stdle mdm dve funkcie.

U: Vyraz je vSak jednoduchsi a navySe sa porovnava s nulou. Upravime ho na sic¢in dvoch
vyrazov. Pred zatvorku vyberieme vyraz cos x.

cos z(cosx + sinx) = 0.

Kedy sa stcin dvoch vyrazov rovna nule?

N<

Sucin dvoch vyrazov je rovny nule, ak sa jeden alebo druhy z vyrazov rovnd nule.

c

: Teda bud sa rovné nule kosinus, alebo stcet hodnot funkeii sinus a kosinus.
cosz =0

alebo
cosxz +sinx = 0.

U: Prvi rovnicu urdite zvladnes sam.

. . . . . . . v’ ™
Z: Kosinus je rovny nule, ak je neznama x neparnym nasobkom c¢isla > preto

K, = {(2k+1)g; keZ}.

Ako vyriesime druhi rovnicu?
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U: Rovnicu cosx + sinx = 0 upravime na rovnicu, v ktorej nezndmou funkciou bude funkcia
. Najskor odc¢itame hodnotu funkcie kosinus

sinz = —cos x.

Teraz rovnicu vydelime vyrazom cosx a mame

sinx

=—1

COS T

Podiel funkcii sinus a kosinus na lavej strane je podla definicie hodnotou funkcie tangens.

tgr = —1.

Z: Mohli sme delit vjrazom cosx ?

U: Ano. Funkcie sinus a kosinus nenadobiidaji naraz hodnotu nula. Také redlne ¢isla z, pre

ktoré cosx sa rovna nule, nie st rieSenim rovnice sinx = — cosx. Preto delenie vyrazom
cos x bolo .
Kolko mé rovnica tgr = —17

Z: Md jedno zakladné riesenie, ktoré odpovedd bodu na grafe v otvorenom intervale

(5 o)

} Y y}ztgl
| |
| |
| |
| |
o |
L 10 l
_ ) kS T
21 ‘ )
| |
| £ |
\ -1 \
| |
| |
| |
| |

™ C e . . .,
U: Tato hodnota neznamej x je 1 Funkcia tangens je periodicka s najmensou periodou

7. Preto vSetky riesenia ziskame pripoc¢itanim celociselnych nasobkov ¢isla 7 k zakladnej
hodnote riesenia. Preto

/Cg—{_Tﬂ—l—kﬂ; k‘EZ}.

Z: Riesenie zadanej rovnice bude zjednotenim mnozin korenov K1 a Ko ?
U: M4s pravdu
T
K=K | JK, = {2k+1)§; — +km k:eZ}.
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Z: Zmenilo by sa riesenie rovnice, keby som zo vztahu sin® x + cos® x = 1 na zaciatku riesenia
rovnice vyjadril cos® z ?

U: Vyskusaj to.

Z: Namiesto cos’ x dosadim do rovnice

3cos’r +sinzcosx + 2sin?x = 2

viraz 1 — sin® z.

3 (1 — sinzx) +sinxcosx + 2sin2x = 2

Z: Roznasobim
3 —3sin’x + sinx cosx + 2sin 2z = 2.

Odéitam cislo 2
1 — 3sin®z + sinx cos z + 2sin 2z = 0.

U: Stcet vyrazov —3sin®z a 2sin® z nahradime vyrazom — sin? z, preto mame rovnicu

1 —sin?z +sinzcosz = 0.

: Ale 1 —sin® z je cos® z, takZe rovnica md tvar

N«

cos?z + sinz cosz = 0.

Je to tvar rovnice, ku ktorej sme dosli aj pri prvom sposobe riesenia.




