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Nekonecné rady

Mgr. Jana Kralikova

c

: Ernest Hemingway povedal:
»,Najlahsi sposob ako stratif doveru a tictu mladych je davat im nekonecéné rady.“

. Poskytnete mi nekonecné rady o nekonecnijch radoch?

cC N

: Tych rad nebude zas az tak vela. Ale naozaj buda o nekoneénych radoch. Pocul si o nich?

N«

: Ano. Ak je dana postupnost {a,}>°,, tak vyraz
ay+as+asg+---+a,+ ...

sa nazyva nekonecny rad.
Cisla a1, as, as, ..., n,... sa nazyvaji ¢leny nekoneéného radu.

U: Hidam poznas skrateny zapis stictu konec¢ného poctu séitancov:

k
a1+a2+a3—|—---+ak:Zan.
n=1

Z: Poznam. Symbol " je velké grécke pismeno a pouZiva sa na oznacenie suctu, sumy.

U: Spravne. Ak s¢itancov je nekonec¢ne vela, tak dostédvas nekonecny rad. Potom mozes pouzit
takyto skrateny zapis:

o0

a1+a2+a3+---+an+~-:Zan.

n=1

N«

: Preco sme z postupnosti presli na rady? Ako sa daji rady vyuZit?
U: Aby som ti mohol na tato otdzku odpovedat, najskor ta potrapim nasledujicim prikladom:
Blska skoci pol metra. Dalsi jej skok uZ bude mensi, bude mat len Stvrtinu

metra. Kazdy dalsi skok bude mat polovicu diZky predchddzajiceho skoku.
Akt vzdialenost blska preskdce, ak bude takto skdkat do nekonecna?

Z: No predsa nekonecne velki vzdialenost. Nedd sa to vycislit. Blcha bude len skdkat a skdkat.
Sice stale mensimi skokmi, ale celkovd preskdkand vzdialenost bude nekonecne velkd.

U: Urobi nekonecne vela skokov, zrejme jej to aj potrva nekonecne dlho, ale vzdialenost, ktort
preskice, bude mat 1 meter.

1+1+1+1+1+ =1
2 4 8 16 32 N

: To je nejaké divné.

C N

: Priklad o blske pochopis lepsie, ked sa zozndmis s teériou nekoneénych radov.

N«

: Tak podme na to.
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U: Definujme si postupnost {s,}. . Jej ¢leny buda takéto sucty ¢lenov postupnosti {a,} - :
S1 = ay,
Sg = a1 + ag,
S3 :CL1+G2+@3,
S4 = a1 + as + as + ay,

Sp =Qa1 + Qg+ as + -+ -+ ay.

n
Sy = Z aj
k=1

Z: Cleny tejto postupnosti si rady?

[e.9] 7

U: Vlastne 4no. Rad to je sacet. Cleny postupnosti {sn},—, sa nazyvaju Ciastotné sicty
nekonecného radu.

n o0
Sp = Y. ap je n-ty Ciastoény sucet nekonecného radu > a,.
k=1 n=1

Z: Postupnost {s,} je teda postupnost €iastoénych stétov nekoneéného radu.

U: Presne tak. Ak mé tato postupnost limitu, tak ju nazyvame siucétom nekoneéného radu
a oznacujeme ju s.

n o0
s=lim s, = lim > ar = > a;

00 ! k=1

Z: Aj pri radoch pouzivame pojmy a ?

U: Ano. Nekonecény rad 5. a, nazjvame konvergentny prdve vtedy, ak je konver-
n=1
gentnad postupnost ¢iastocénych suctov {s,}

[e.e]

-, - Ak je postupnost ¢iasto¢nych stctov

oo
(0.) . ’ ’ v v’ . o ,
{sn}, ., divergentna, tak hovorime, ze nekoneény rad ) a, je divergentny.
n=1

N(

Takze ak je s nejaké konkrétne redlne cislo, tak je rad konvergetny. Ak s = +oo alebo
s = —o0 alebo s neexistuje, tak je rad divergentny.

U: Vratme sa k prikladu o blske. Vytvor z postupnosti dizok skokov postupnost ¢astoénych
suctov.
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Z: Dobre. Postupnost dlzok skokov je takdto:

. 111 1 1
{an}nl_{§7 Z? ga 1_6’ @a }

Pripravim si c¢iastocné sucty:

1
S1=a1=§;
B _1 1_3
82—a1+a2—§+1—1,
B 111 7
53—a1+a2—|—a3—§+1+§_§,

1 1 1 1 15
34:a1+a2+a3+a4:§+1—1+§+ﬁIE,
1 1 1 1 1 31

35:a1+a2+a3+a4+a5:§+1+§ E 3—2:3—2,

Postupnost ciastocnijch suctov je:

(52}, = 1 3 7 15 31
et T2 48 160 320
U: Dobre. Vedel by si vytvorit vzorce pre n-té ¢leny oboch postupnosti?

Z: Pre postupnost {a,} -, je to jednoduché. Kazdy élen okrem prvého je polovicou predchd-
dzajuceho clena. Tak je to v zadani. Vzorec bude teda:

1
= o
U: Spravne. A ¢o postupnost ¢iastoénych stictov? Vies odhadnit vzorec pre jej n-ty ¢len?

an

Z: Zdd sa mi, Ze Citatel je stdle o jedna mensi nez menovatel. Takze vzorec by mohol byt:
2" —1
Sp = )
2n
U: Odhadol si to dobre. Platnost tohto vztahu dokazes . Necham

to na tvoju samostatni pracu. Mna teraz zaujima konvergencia alebo divergencia tychto
postupnosti. Vedel by si mi nieco o tom povedat?

o0 1%
Z: Postupnost {a,},_, = {Q—n} je konvergentnd, pretoZe md limitu rovni nule:

n=1

1
li , = lim — = 0.
n1—>nolo “ n1—>nolo on

2 —1)%
A limitu postupnosti {s,} -, = { 5 } skisim vypocitat:

n=1

lim s, = lim 22_1 — lim (2——i> = lim (1—%) — lim 1— lim 1 1-0=1.

n—oo n—00 n n—o0o n—o00 n—oo 21




JKPo10-T | | List 4

o0

U: Dobre. Zhrniem to. Vypodital si, ze > a, = s = lim s, = 1. Teraz je ti uz asi jasné,

n—1 n—00

preco blska preskace dohromady len 1 meter.

uU:

V priklade o blske si vypocital limity jednotlivych postupnosti. Postupnost {a,} -, mala
limitu rovnu nule. Nula nevysla ndhodou. Plati totiz veta:

Ak nekoneény rad ) a, konverguje, tak limita postupnosti {a,}, ., sa rovnd
n=1

nule.

0@
Ak > a, konverguje, tak lim a, = 0.
n—oo

n=1

Tato veta sa vola aj veta o nutnej podmienke konvergencii nekonecného radu.

Z: Znamend to, Ze limita sa nemoZe rovnat ani trojke ani sedmicke, len nutne nule?

U: Ano. Veta sa vyuziva aj pri dokazovani divergencie nejakého radu. Ak vies, Ze postupnost,
z ktorej je rad vytvoreny, diverguje alebo ma limitu réznu od nuly, tak to znamena, Ze
prislusny rad je divergentny.

Z: Lebo keby bol konvergentny, tak limita postupnosti by musela byt nulovd.

U: Presne tak. Je dolezité vediet, Ze ak je lim a, # 0, tak je prislusny rad divergentny. Ale

n—oo
ak je lim a, = 0, tak o spravani sa prislusného radu nemoézeme usidit nic.
n—oo

Z: Tomu nerozumiem.

U: Veta neplati obratene. St postupnosti, ktoré maju nulova limitu, ale nekone¢ny rad vytvo-
reny z ich ¢lenov nie je konvergentny. Hovorime, ze podmienka lim a, = 0 je nutnou,

n—oo
nie vsak postacujucou podmienkou pre konvergenciu radu.

Z: A ukdzete mi taki postupnost?

U: Ano. Prideme k tomu.

U: Nekonecné rady su vytvorené ako nekonecné sucty clenov nejakej postupnosti.

Podla toho, aka je tato postupnost, mozeme vytvorit napriklad:

e nekonecny harmonicky rad — priradeny postupnosti prevratenych hodnot {%}20:17

e nekonecény aritmeticky rad — priradeny s diferenciou
d,

e nekonecény geometricky rad — priradeny s kvocientom
q.

Z: Budeme sa zaoberat tym, kedy su tieto rady konvergentné?

U: Ano. Harmonicky rad je divergentny. Postupnost prevratenych hodndt je sice konvergentna
a jej limita je nula, ale harmonicky rad diverguje do plus nekonec¢na, napriek tomu, zZe je
splnena nutna podmienka konvergencie.

Z: Aha, takze toto je priklad toho, e veta o nutnej podmienke neplati obrdtene.
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U: Ano. Teraz prejdeme na nekoneény aritmeticky rad. Ak je aritmeticka postupnost rastica,
teda jej diferencia je kladna, tak rad diverguje do plus nekonecna.

Z: Rozumiem. Cleny postupnosti si stdle vicsie, sucty narastaji. Ak je aritmetickd postupnost
klesajica, tak rad asi diverguje do minus nekonecéna. Ale rad diverguje, aj ked je postupnost
konstantnd, nie?

U: S jedinou vynimkou. Ak je diferencia rovna nule a aj prvy ¢len aritmetickej postupnosti je

nula, tak je nekonec¢ny aritmeticky rad konvergentny.

Z: Jasné, nie je tazké uhddnut k akému cislu rad konverguje, ked vsetky scitance su nuly.
A ako to vyzera s nekonecnym geometrickym radom?

U: Tu sa trosku zdrzime. Ak je prvy ¢len geometrickej postupnosti rovny nule a kvocient je
Tubovolné realne ¢islo, tak je rad konvergentny.

Z: Dostanem rovnaki konstantni postupnost samich nil — ako pri aritmetickej postupnosti.
Siucet nekonecne vela nil bude zas len nula. Este by to mohlo byt aj naopak. Prvy clen
nenulovy a kvocient rovny nule. Aj vtedy dostanem samé nuly — teda, aspon od druhého
clena.

U: Mas pravdu. Tento pripad ale zahrnieme v nasledujicej vete:

Ak je prvy élen a; geometrickej postupnosti nenulovy a jej kvocient q je z in-
tervalu (—1;+1), tak je nekoneény geometricky rad

a1+a1.q+a1.q2+...+a1.qn_1+...:Za1.qn’_1
n=1
konvergentny a jeho sucet s sa pocita podla vzorca:

3]

s = .

l—gq
- o a

Z: Teda pre q € (—1;+1) je > ay - ¢" ! = ] L v ostatnych pripadoch je nekonecny
n=1 —dq

geometricky rad divergentny?

U: Ano, pretoze ak kvocient ¢ = 1, tak limita postupnosti sa rovna prvému ¢lenu. Ak je prvy
¢len nenulovy, tak rad musi byt podla nutnej podmienky konvergencie divergentny.

Z: A pre iné hodnoty kvocientu je aj samotnd geometrickd postupnost divergentnd, takze aj
rad z nej vytvoreny diverguje.
U: Presne tak.
U: Vrafme sa teraz znovu k prikladu o blske. Aké bola postupnost dlzok jej skokov?
- > 1
Z: Postupnost {a,} -, = {Q—n} je geometrickou postupnostou s prvym clenom a; = 3
n=1

a kvocientom q =

N —

U: Spravne. Prvy ¢len je nenulovy, kvocient je z intervalu (—1, +1), takZe postupnost ¢iastoé-
nych suctov bude konvergentna a jej limita, teda stcet nekonecného geometrického radu
mozes vypocitat podla spomenutého vzorca.
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: Dobre.
Ll = :
— — p— “ .. — ...:S: = =
2 4 8 AL 1—g¢q 1-—

=1.

I NI

A je to. Pomocou tohto vzorca to slo rijchlejsie ako odvddzanie na zaciatku.
: Tak si ho dobre zapamétaj.

cC N

C N

: Pozndam pravidld pre pocitanie s limitami postupnosti. Su aj nejaké pravidld pre pocitanie
s nekonecnymi radmi?

: Dobré otézka. Ano, si. Ale, rovnako ako pri limitédch, musia byt najprv splnené nejaké
podmienky.

: Limita suctu dvoch postupnosti sa rovnd suctu limit tychto postupnosti. Za podmienky, Ze
existuju limaity postupnosti, ktoré sa scitavali.

: Presne tak. Postupnosti museli byt konvergentné. Potom si mohol vytvéaraf ich sucet,
rozdiel, nasobok, suéin a za dalSich podmienok aj podiel.

: A ako to bude s radmi?

: Zékladna operacia s nekonec¢nymi radmi je sticet dvoch konvergentnych radov:

o o o
Nech > a, a > b, st dva konvergentné rady a nech ich sicéty si > a, = s
n=1 n=1 n=1

a > a, =t. Potom je konvergentny aj rad >_ (a, +b,) a plati:

n=1 n=1

o0 o0

> (an +by) _Za,,,Jribn—sH.

n=1 n=1 n=1
: Toto bolo vyuZitie a s¢itavania, vsak? Sprehddzat pora-
die, prezdtvorkovat podla potreby, vypoclitat sucet kazdej zdtvorky a potom to dat dohro-
mady.
: Ano. Ale asociativnost s¢itavania pre nekonecne vela séitancov véeobecne neplati. Len za
podmienky, Ze sucty jednotlivych zatvoriek existuji. Nasledujicu vetu mozes chapat ako
analogiu distributivneho zékona:

Nech rad ) a, je konvergentny a jeho sicet je Z a, = s. Potom konverguje

n=1 n=1

aj rad > (k-a,), pre lubovolné k € R a jeho sucet je:

n=1

o0 o0

Z(k-a,,,):/«Za,,,,:hs.

n=1 n=1
: Pomocou tyjchto dvoch pravidiel by som vedel vytvorit aj tretie - pre rozdiel radov.
: Pre rozdiel konvergentnych radov. Nezabudni na podmienku.
: Md nekonecny geometricky rad nejaké rozumné vyuZitie?
: Pravdaze. Pomocou neho sa racionélne ¢islo s periodickym desatinnym rozvojom dé zapisat

v tvare zlomku. Nekonecny geometricky rad najdes aj v geometrickych tilohach s nekonec-
nym mnozstvom vpisanych ttvarov... takéto tlohy najdes v casti Priklady.
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Priklad D1: Dokdzte vetu o nutnej podmienke konvergencie nekonecného radu:

Ak nekoneény rad > a, konverquje, tak plati

n=1

lim a, = 0.

n—oo

U: Veta hovori, Ze ak nekone¢ny rad konverguje, tak postupnost, z ktorej je rad vytvoreny, je

tiez konvergentna s limitou rovnou nule.
Z: Preto sa to vold nutnd podmienka, Ze limita sa nutne rovnd nule? Nie inému ¢islu?
U: Ano. Dokaz nie je naroény. Staéi, ked si uvedomis, ¢o to znamena, Ze rad konverguje.

o0
Z: Rad ) a, je vlastne sucet vetkych clenov postupnosti {a,} - . Ak si vytvorim
n=1
{sn}ooy, tak limita tejto postupnosti je sicet radu.
o0
U: Ano. Z predpokladu konvergencie radu ) a, vyplyva, ze tato limita existuje:
n=1
lim s, = s, s € R, pricom pre kazdé n e N: s, =a; +as +az+ -+ + a,.
n—oo

Z: Ale este stdle nevidim, preco by postupnost {a,}oo, musela mat limitu rovni len nule.
U: Napis si v8eobecné predpisy pre dva za sebou iduce ¢leny postupnosti {s,} - ;.
Z: Cleny st ciastocné sucty, takze napriklad:

Sn—1 :a1+a2—i—a3+---—i—an_1,

S, =ai+as+az+---+a,_1+a,.
U: V ¢om sa lisia tieto dva cleny?
Z: Predpis pre s, obsahuje navyse aj séitanec a,.
U: Dobre. Vyjadri si teraz ¢len rozdiel s, — s,_1.
Z: Vysledkom bude ay,:

Ap = Sp — Sp—1

U: A teraz vypocitaj limitu postupnosti {a,} -, v ktorej je n-ty ¢len dany tymto predpisom.
Z: Dostanem:

lim a, = lim (s, —s$p,_1) =+~

n—00 n—00
A teraz ¢o?

U: Podla predpokladu vety je postupnost {s,} -, konvergentnd, takze mozes vyuzit pravidla
pre pocitanie s limitami.

Z: Aha. KedZe lim s, = s a tieZ lim s,_; = s, tak

n—oo n—oo

--.= lim s, — lim 5,1 =s—s5=0.

n—oo n—oo

U: Dékaz je hotovy.
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Priklad D2: Dokazte, Ze pre sucet s konvergentného geometrického radu Y ay - ¢" ',

No C N

c

1

n=1

pre a; # 0 a q € (—1;+41) plati:

: Aky je predpis pre n-ty ¢len {a,}>2 7
. Ak jej prvy clen je ay a kvocient je q, tak n-ty clen je dany predpisom:

. n—1
ap = ai - q .

: Spravne. Nekonec¢ny geometricky rad vytvoreny z ¢lenov tejto postupnosti je potom:

00 00
n—1
E ap = E ay - q .

n=1 n=1

Ako je definovany sucet nekonec¢ného radu?

: Sucet radu je limita clenov postupnosti {a,}, ;.
: To bolo sice spravne, ale velmi neprehladné.
: K postupnosti {a,} ~ | si vytvorime postupnost {s,} -, tak, Ze kazdy clen s, je sucet pruych

n clenov postupnosti {a, ... Limita takejto postupnosti sa nazgva sicet radu.

: To bolo lepsie. Postupnost {a,} -, je geometrickd. Ako sa vypocita sucet jej prvych n
¢lenov?
: Ak g # 1, tak vzorec pre sucet prvych n clenov geometrickej postupnosti je

qn -1
Sp = ay - :
n 1 q— 1
a
: Dobre. Limita tohto vyrazu je stcet radu. Mas dokézat, Ze méa tvar s = 1 L.
—q

: TakzZe vypocitam limitu:

" -1
s = lim s, = lim (al-q ):

n—oo n—00 q— 1

: V menovateli mas konstantni hodnotu ¢ — 1 a a; je tiez konstanta.

: MoZem ich teda vybrat pred limitu:

a1

< lim (¢" —1) = “ -<lim q" — lim 1)2---

: Ak kvocient geometrickej postupnosti je z intervalu (—1,+1), tak je geometrickd postup-

nost konvergentna a jej limita je nula.

: Aha. TakZe lim ¢" = 0 a dostanem:

n—oo
3] (431

qg—1

= 0= Tty =T

: A to je to, ¢o sme mali dokézat.
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< 1
Priklad D3: Dokazte, Ze harmonicky rad »_ — je divergentny.

n=1

Z: vznikol z postupnosti prevratenych hodnot prirodzenych cisel

1 11 111
Y 27 3’ 47 57 67 )
h

takZe je dany ako sucet tychto prevrdatengych hodnot:

i1—1+1+1+1+1+1+ +1+
f~n "2 3 4 5 6 n

c

: Mame dokézat, ze rad diverguje. DokéZeme to sporom.

: Predpokladame teda, Ze rad konverguje. A ako to vyuzijeme?

C N

: Uvidis. Najprv si vytvorime postupnost ¢iastoénych siuctov:

(5.} = IS S S S
Snfn=1= 27371756 nl-

Ako vyzeraju ¢leny s, a so, tejto postupnosti?
1
Z: Clen s, je sucet prevrdtenych hodnot od 1 po —. A ¢len so, je stcet prevrdtenijch hodnot
n

1
od 1 aZ po —:
2n

11 1 1
sn=ltgtotgt ot

2 3 4
1+1+1+1+ +1 + L + L + L + L + —1—1
3‘77,: — — — PR — —_—
2 2 3 4 n n+1 n+2 n+3 n+4 2n

U: Vyborne. Teraz vytvor rozdiel ss,, — s,,.

Z: To zvladnem. Prvych n prevrdtenych hodnot sa od seba odpocita a ostane:

-t
n+1 n+2 n+3 n+4 on

U: Uvedom si, Ze pre rasttci menovatel hodnoty tychto zlomkov klesaju.

Son — Sn

Z: To mi je jasné. Z tychto sc¢itancov md najvicsiu hodnotu zlomok 1 a najmensiu hodnotu
n

1
ma zlomok —.
2n

U: Ano. MoZeme to vyuzif. Vietky uvedené zlomky, okrem posledného, st vidsie ako prave

ten posledny zlomok —:
2n

1 N 1 N 1 N 1 N +1 - 1
= . _ n.— = —.
n+l n+2 n+3 n+4 2n 2n 2

Son — Sn

J/

vsetky tieto zlomky su vicsie ako —21
n

A\ 7
—

vsetkych zlomkov je n
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N«

N«

. S 1 .
Uf. KedZe scitancov je n a kazdy z nich je vicsi alebo rovny nez —, tak rozdiel so, — s,
2n’

je urcite vicst ako n - o
n

: Ano. Dostali sme teda, ze

1 1
Sop — Sp > 5 = Sop > 5 + Sp.

A teraz vyuzijeme predpoklad, ze harmonicky rad konverguje.

. Ak rad konverguje, tak postupnost ciastocnych siuctov md limitu.

: Ano. Limita postupnosti ¢iasto¢nych sactov je stcet radu. Nech je tento stcet s. Plati

potom:

lim s, = lim sg, = s.
n—oo n—oo

: Rozumiem. Ak sa n blizi do nekonecna, tak lim s, a aj lim sg, maju rovnakd hodnotu.
n—oo

n—oo

1
: Zatial sme dosli k tomu, Ze s,, > 3 + 5,,. Po limitnom prechode, ak n — oo, dostaneme:

1
lim s, > 3 + lim s,

n—oo n—oo

>1+
§> — 4 s.
2

: A to je spor. Ziadne redlne c¢islo sa nerovnd suctu jednej polovice a seba samého.

: Spravne. Vychadzali sme z toho, ze harmonicky rad je konvergentny, teda existuje také

realne Cislo s, ktoré je limitou postupnosti jeho ¢iastocénych suctov. Dosli sme ale k sporu.
Predpoklad konvergentnosti harmonického radu teda nie je pravdivy.

: Harmonicky rad je divergentny.

: Ano. Uz len poznamenam, %e nazov harmonického radu je odvodeny z toho, Ze kazdy jeho

¢len (okrem prvého) je svojich dvoch susednych ¢lenov.
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Priklad 1: Zistite, ktoré z nasledujicich nekonecnijch radov si konvergentné a pre konver-
gentné rady vypocitajte ich sucet:
1 1 1

1
a) 1+§+§+2—7+"'—|—3—n+...,

) (VB-1)+(WVE-1)"+(5-1) 4+ (6-1)"+...,
) (-1

U: V kazdom z tychto prikladov najprv ur¢ z akej postupnosti je nekonecény rad vytvoreny.
1
Z: a) Rad je dany ako sucet mocnin cisla 3 Postupnost, z ktorej vznikol, by mohla byt

geometrickd postupnost s prvym élenom a; = 1 a kvocientom q = 3"

U: Spravne. Ide teda o nekonec¢ny geometricky rad. Pre aka hodnotu kvocientu je takyto rad
konvergentny?

Z: Rad je konvergentny, ak kvocient geometrickej postupnosti je z intervalu (—1;+1).

A hodnota 3 z tohto intervalu je, takzZe rad je konvergenty.
U: Ano. Mézes pouzit vzorec pre vipocet jeho sactu.
Z: Sucet daného nekonecného radu je

o a1 . ].
C1-q 1-

S

Z: b) Postupnost, z ktorej je rad vytvoreny, tvoria mocniny ¢isla (\/3 — 1). Aj to je geomet-
rickd postupnost. Jej prvy clen a aj jej kvocient sa rovnaju ¢islu (\/5 — 1). MozZem tieto
hodnoty dosadit do vzorca pre siucet radu.

a

U: Vzorec s = 1—1 pre sucet nekonecného geometrického radu mozes pouzit len vtedy, ak

lg| <1, teda ak ¢ € (—1,+1). Plati to?

Z: Odmocnina z 5 je vicsia ako 2. A ak odpocitam 1, dostanem hodnotu vicsiu ako 1. Tesne
vedla. Pre takyto kvocient je rad divergentny.

Z: c) Rad Y (—1)" je dany ako sucet mocnin ¢isla (—1). Mocniny éisel alebo vyrazov, to je
n=1
geometrickd postupnost. Jej prvy clen je a; = —1 a kvocient q je tiez —1.
U: Ako sa sprava geometrickd postupnost s kvocientom —1 a nenulovym prvym c¢lenom?

Z: Postupnost je divergentnd, limita neexistuje, takZe aj rad vytvoreny z tejto postupnosti je
divergentny.

U: Len pre zaujimavost: spominand geometrickd postupnost {a,} ., a postupnost jej ¢ias-
to¢nych sactov {s,} -, maji takéto ¢leny:
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{an}>, = {~1,41,-1,+1,—-1,41,...},
{sntne, ={-1,0,-1,0,—1,0,...}.

Divergenciu oboch pekne vidiet.

Uloha : Zistite, ktoré z nasledujicich nekonecnych radov si konvergentné a pre konvergentné
rady vypocitajte ich sucet:

ESwEN NESWES S

) S 107"
n=1

Vysledok:
a) konvergetnyj, s = /7 + 2,
1

b) konvergentny, s = 9
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|
Priklad 2: Zistite, ¢i je nekonecny rad > 7 konvergentny.
n

n=1

x 1
Z: Rad > o je dany ako sucet prevratenych hodnot parnych cisel:
n

n=1

DI J W S S S
on 2 4 6 8 10 on

n=1

Mohli by prevrdtené hodnoty pdrnych ¢isel tvorit geometricki postupnost?

U: Nie. Nejde o geometrickti postupnost. Neexistuje takd hodnota kvocientu, aby si pomocou
nej a prvého c¢lena ziskal vSetky ostatné cleny.

Z: Tak ako mam zistit ¢i tento rad konverguje alebo divergquje?

U: Poradim ti. Rad to je sticet nekonec¢ného poctu séitancov. Ak maju s¢itance spolo¢ného

ANV v

delitela, mozes ho vybrat pred zatvorku.
Z: V tomto pripade su vsetky scitance ndsobkom jednej polovice. Mdam ju vybrat von?
U: Ano. Takto:

1 (11 1 1
S5 (a) = 2w
n=1 n=1 n=1
Dostanes nésobok radu, o ktorom by si nie¢o mohol vediet.

Z: Rad i — sa nazyva . Vznikol z postupnosti prevrdatengch hodnot priro-
dzenrg;’z;L cisel. Takyto rad je divergentny.

U: Ano. A aj jeho nenulov§ nasobok je divergentnym radom. Vies preco?

Z: Viem, Ze ak je rad konvergentny, tak je konvergentny aj lubovolny ndsobok tohto radu. Asi

nieco podobn€ plati aj pre divergentné rady.

x 1

U: M4S pravdu, ak by si totiz predpokladal, Ze rad o je konvergentny, tak potom aj
n=1 &N

Tubovolny jeho nasobok je konvergentnym radom. Ak fubovolny nésobok je konvergentnym

radom, tak aj jeho dvojnasobok je konvergentnym radom. Dostal by si:

=1 - 1 =1

Z: Md byt konvergentnyj, ale harmonicky rad je predsa divergentny. To je spor s predpokladom,
zZe nasobok divergentného radu je konvergentnym radom.

U: Presne tak. Nenulovy nasobok divergentného radu je tieZ divergentngym radom.

Uloha : Zistite, ¢i je nekonecny rad > = konvergentny:
n=1 9N

Vysledok: Rad je divergentny.
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Priklad 3: Vypocitajte sucet nekonecnych geometrickych radov:

x 2
) nzzjl 3n—1
o0 2”
) L5

U: Akym vzorcom je vyjadreny n-ty ¢len geometrickej postupnosti {a, } - ,?

Z: Ak md geometrickd postupnost prvy clen a; a kvocient q, tak vzorec pre jej n-ty clen je
a, = ay - qn,—ll

U: Spravne. Nekonecny geometricky rad vytvoreny z ¢lenov tejto postupnosti je potom:

(0.0] o0
Zan = Zal gL

n=1 n=1

A ako sa urci sucet konvergentného nekone¢ného geometrického radu?

Z: Sucet dostaneme pomocou vzorca
3]

S = .
1—gq

U: To je v pripade, ze |¢| < 1. V kazdom z tychto prikladov si musi§ uvedomit hodnotu prvého
¢lena a kvocientu. Dosadif ich do vzorca uz nebude problém.

oo 1\ 1
Z: a) Postupnost, z ktorej vznikol rad (5) md kvocient q = 3 Rad je konvergentny,
n=1
lebo |g| < 1.
U: Prvy ¢len mozes ziskat tak, Ze si porovnas vSeobecny predpis pre n-ty ¢len s predpisom,

ktory mas uvedeny:
(0.9}

Z% g
n=1
00 1 n—1 0 (1)n—1
— — 7.0 =
20 2l

1
Odtial pekne vidiet, ze kvocient je 3@ prvy ¢len musi byt 1.

Z: Alebo ho mézem ziskat dosadenim ¢isla 1 za n v predpise pre n-ty clen. Takto:

(-

TieZ mi vysla jednotka.
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: Dobre. Vypocitaj stucet radu.

Z“ " a 1

n=1

NI =

o 2 2
: b) Mam vypocitat sicet radu pre=y Skiusim si vjraz .
n=1

I upravit na tvar a; - ¢"L:

2 1 1"
n—1
al . q g 3n—1 _— 2 . 3n—1 _— 2 . (3) .

U: Prvy clen je teda 2 a kvocient je 3 Vypocitaj stucet radu.
Z
= a 2 2
n=1 ¢ 1735 3
Z: c) Rad je dany predpisom Z To bude fuska ziskat odtial ay a q.

n=1 5 3n—1'

: Pomo6zem ti. Mocniny dvojky a trojky z ¢itatela a menovatela si uprav na rovnaky exponent

n — 1. To, ¢o je umocnené na tento exponent, je kvocient. Zvysok predstavuje hodnotu
prvého clena.

. Takze:

T N 2 (2
i :5~3n—1:5.3n—1:5' ~ 5 (3)
2
3

P . . 2
Pruvy clen geometrickej postupnosti je ay = 3 a kvocient je q =

: Ano. Po dosadeni do vzorca pre stucet dostanes:

2 a1 : ;
53l T 1-q 1-2 L &
n=1 q T3 3
: Niekedy mozu byt tpravy predpisu pre n-ty ¢len na tvar a; - ¢" ' komplikované. Vtedy
Qn,
pouzi postup, v ktorom po dosadeni jednotky za n urci§ a; a pomocou podielu
an—1

dostanes hodnotu kvocientu q.

Uloha :

Vypocitajte sucet nekonecnych geometrickych radov:

Vysledok:

v () S gk
\/__

2) % b)
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Priklad 4: Vypocitajte sucet nekonecného radu:

uU:

e 2n—1+1
22n :
n=1

Ak mé geometrickd postupnost prvy clen a; a kvocient g, tak vzorec pre jej n-ty ¢len je

Nekonecny geometricky rad vytvoreny z clenov tejto postupnosti je potom:

> =

n=1 n

n—1
ay - q .
1

o0

Ako dostaneme stucet konvergentného nekonec¢ného geometrického radu?

: Ak |q| < 1, tak siucet s je

c

c N

N(

N«

N«

: Vyraz

: Vyborne. Teraz vyuzijeme pravidlo pre

: Rad v zadani prikladu nie je geometricky. Vieme ho ale upravit na stdet dvoch konver-

gentnych nekonecnych radov a pre ne potom pouzit vzorec pre sucet.

Ako to urobim?
2n71 + 1
22n

Rozdelim, upravim:

si rozdel na dva zlomky a kaZdy z nich uprav na tvar a, - ¢" .

D | 111
22n - 22n ZTTL o 22n—(n—1) + 4_n o on+1 4_n

: Jednotlivé zlomky sa uz trosku podobaju na vyjadrenie n-tého ¢lena geometrickej postup-

nosti, ale este ich uprav tak, aby exponent mocnin bol n — 1.

: TakZe pokracujem v upravach:

- 1 n 1 _1 1 +1 1 _1
_22,277,—1 4,4n—1_4 on—1 4 4n—1_4

00 27171_’_1 o) 1 1 n—1 1 1 n—1 0 1 1 n—1 o0 1 1 n—1
ZQT:;<Z<§> *4'<4> )ZZz(a) +;4'<4> -

n=1

: To sa moze?

o 2"t 41 ,
: Moze. Nekone¢ny rad ) —gem  Som si mohol rozdelit na sucet dvoch nekonecnych
n=1

n=1 4 2 n=1 4 4
sucty vypocitat vieme.

o 1 1 n—1 o 1 1 n—1
geometrickych radov ) (—) a Yy, ( ) , pretoze oba su konvergentné. Ich
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1 1 a 2 T
al = ) q = — S = 1 g 4 1 o % g .
4 2 1—g¢q 1-— 3 3 2
) 0o 1 1 n—I1
A teraz ten druhy, cerveny rad 1\ :
n=1
1 1 a 2 T
al oy -, q _— -, S = 1 oy 4 1 —_— % _— .

U: Spravne. Mézeme teda vypocitat stucet celého radu:

o 2"~ 1+1
2 o

n=1

L15
-5

!
3

[\D\H

Uloha :
Vypocitajte sucet nekonecného radu:

- 1 2
Z (271—1 + 3n—1) :

n=1

Vysledok:
5 =05.
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Priklad 5: Zistite, pre aké hodnoty parametra x € R su dané nekonecné geometrické rady

N«

konvergentné a urcte ich sucty:

UBNCEDE

b) > log"x.
n=1

: Akym vzorcom je vyjadreny n-ty ¢len geometrickej postupnosti {a,} - ,?

: Ak mad geometrickd postupnost prvy clen ay a kvocient q, tak vzorec pre jej n-ty clen je

. n—1
ap, = a1 - q

: Spravne. Nekonec¢ny geometricky rad vytvoreny z ¢lenov tejto postupnosti je potom:

oo
n—1
E ap = E ai - q

n=1 n=1

A ako dostaneme sucet konvergentného nekone¢ného geometrického radu?

: Vzorec pre sucet radu je:

a1

s = .
1—gq

: Pre nés je dolezité, ze geometricky rad konverguje a ma takyto sucet, ak |¢| < 1.

cC N c

N«

: a) Nekonecny geoemtricky rad je dany vzorcom S (x —2)""'. Z tohto predpisu vidim, Ze

n=1
prvy ¢len ay = 1 a kvocient ¢ = x — 2. Aby rad konvergoval, musim pre kvocient zarucit

podmienku
lgf <1, teda |z—2|<1.

Mdm riesit nerovnicu s absolitnou hodnotou?

: Mozes. Potrebujes k tomu urcit, kedy je vyraz v absolutnej hodnote kladny, kedy zaporny,

pohraf sa s prienikmi a zjednoteniami intervalov... Pontknem ti rychlejsie rieSenie.

. To wvitam.
: Zapis |q| < 1 sa da inak napisat aj takto: ¢ € (—1;+1) alebo takto: —1 < ¢ < +1.

: Ten posledny zapis sa mi paci. VyuzZigem ho. Dosadim si za q dosadim vyraz x — 2 a pri-

pocitanim dvojky osamostatnim parameter x:

—l<z—-2<+41/+2
1< o= <3

: Spravne. Mame hotovii podmienku pre parameter x. A teraz este stcet radu.
: Hned to bude:

aq 1 1
S — —= —_=

l—-q 1—-(x—-2) 3—u
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1
3—x

Rad je konvergentny, ak parameter = € (1;3). Stiet radu je s =

o [e.e]
Z: b) Rad je dany vzorcom Y log" x. Zapisem to takto:

n=1
Z log"x = Z (log z - log™™* ).
n=1 n=1

Odtial vidim, Ze prvy ¢len a; = logx a aj kvocient ¢ = logx. Podmienka pre kvocient je:
—1<qg<+1, teda —1<logx<+1
U: Zapis si aj ¢isla —1 a +1 ako logaritmy cisel.

Z: Dostanem: 1
logl—o < logz < log10

U: Dobre. Logaritmick4 funkcia je rastica, takZe rovnaka nerovnost plati aj pre argumenty:

1
~ <z <10
107

Logaritmovat mozeme len ¢isla kladné, ale tato podmienka splnené je.
Z: TakZe moZem vypocitat sucet radu:

ay log

Szl—q_l—logaz,"

1 log
Rad je konvergentny, ak parameter x € <10; 10) . Sti¢et radu je s = 08T

1—logz’
Uloha : Zistite, pre aké hodnoty parametra x € R su dané nekonecné geometrické rady
konvergentné a urcte ich sucty:
00 n %) 2 n—1 S ne1
a) 2_31(4—55) , b)z_: —3 , c) z_:l(\/l—x) )

1

Vysledok:
4 —
a)s:—z pre |t —4] <1, t. j. v € (3;5).
x_

b) 3z >3 tjae VU (2,
S = re |x — R R —Q0; —— - X ].
3r+2 7 30/ '3 3’
1++vV1—2x
X

c)s= pre 0= 11—z <1, t jaxe(0;1).
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Priklad 6: Vyrieste rovnice s nezndmou x € R:

Ne C N

W > (-2 =1,

0o 1 n—1
b) > logx- <——) = 2.
n=1 2

: Mam riesit rovnicu, ale td obsahuje nekonecény geometricky rad.
: Musi$ ho nahradif jeho stc¢tom. Ako vyzerd predpis pre nekonecny geometricky rad?

. Ak md geometrickd postupnost prvy clen aq a kvocient q, tak nekonecény geometricky rad

vytvoreny z tejto postupnosti je:

E an = E ar-q" L.
n=1 n=1

: Kedy tento rad konverguje a aky je potom jeho stcet?

: Rad konverguje ak |q| < 1 a jeho sucet s ur¢ime pomocou vzorca:

aq

1—q

S =

: Teraz uz mozeme prejst na rieSenie rovnic.

ca) Vrovnici Y. (x —2)" =1 si najprv poriesim lavi stranu. Rad si upravim:

n=1
ix—Q ix—2 (x—2)"""
n=1 n=1

Teraz vidim, Ze prvy ¢len a; = x — 2 a aj kvocient ¢ = x — 2.

: Kedy je rad konvergentny?
. Must platit, Ze |q| < 1, ale to sa da zapisat aj takto: —1 < q < +1. Dosadim si za q vjraz

x — 2 a pripocitanim dvojky osamostatnim parameter x:

—l<z—-2<+41/+2
1< 2z <3

: Spravne. Ak x € (1;3), tak je rad konvergentny. Vypocitaj jeho sucet.

ay r— 2 Tr— 2
5: = =

l-¢q 1—(x—2) 3—u

. Davi stranu rovnice si teraz mozes nahradif sué¢tom radu.

: Sucet dosadim, zlomok odstranim, nezndme osamostatnim na jednej strane a rovnica bude

vyrieSend:
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(x—2)"=1

—1/-(3—

P2 )3

r—2=3—x /+x+2
2r =

hE

3
Il
_

5 C .
: Cislo 3 € (1;3), takze je rieSenim rovnice.

N«

uU:

0o 1 n—1
: b) V rovnici > log - (—5) = 2 si tieZ najprv nahradim rad na lavej strane jeho

n=1

suctom. Prvy clen a; = logx a kvocient ¢ = —5

: Hodnota kvocientu je z intervalu (—1;+1), takze rad je konvergentny. Ale skor nez vypo-

¢itas jeho stucet, povedz mi, pre aké x ma vyraz log x zmysel?

. Logaritmovat moZeme kladné cisla, takze podmienka pre x je x > 0. A teraz sucet radu.

_a logx  logwx 2logx
S

S

: Dobre. Lavt stranu rovnice moze$ nahradif tymto stctom.

: Ak si dosadim sucet, dostanem jednoduchi logaritmicki rovnicu. Jej riesenie je v ramceku:

00 1 n—1
> logx - (——) =2
n=1 2
2-1
2TO8T _ o ). 3
3 2
logx =3
r =103
x = 1000

Vyborne. Cislo 1000 vyhovuje aj podmienke, 1000 > 0, takZe je rieSenim rovnice.
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Uloha : Vyrieste rovnicu s nezndmou x € R:

i (;)H_l - xi4‘

n=1

x
r—3

Po dprave vznikne kvadratickd rovnica 2% — 8x + 12 = 0, jej riesenim je ¢islo x = 6.
(Koreri x = 2 nevyhovuje podmienke |x| > 3.)

3
Vysledok: a; = 1, ¢ = —, rad je konvergentny pre |x| > 3, s =
T
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Priklad 7: Zapiste v tvare zlomku s celociselngm citatelom aj menovatelom ¢isla dané peri-

c

C N C N

: Cislo 0,28 = —.
99

odickym rozvojom :
a) 0,28,
b) —1,345.

: Kazdé raciondlne dislo, ktoré je dané periodickym desatinnym rovojom, sa da zapisat

v tvare zlomku s celociselnym ¢itatelom aj menovatelom.

. Ale ako to mdm urobit?

: Cislo si zapi§ pomocou nekoneéného geometrického radu a vypoéitaj jeho sucet.
: Ako si mdm ¢islo napisat ako rad?

: a) Takto:

_ 28 28 28 28 28
0,28 =0,28282828 - - - = —
/ ’ 100 N 10 000 N 1000 000 N 100 000 000 e 100"

-3 = Y T~
o 100m vt 100 100~—1 100 100 ’

: Aha. Dalej uz budem vediet pokracovat. Rad je vytvoreny z clenov geometrickej postupnosti,

28

ktorej prvy dlen a —— a kvocient je g = . Vypocitam jeho sucet:
] pToy 1= 100 jeq= 100 yp J
28 28
e M T _ 1w %
o 1—qg 1-—-L 99  99°
q 100 100
28

C N

N«

N«

: To nie je tazké. Prvy clen ay =

: b) Cislo 0, 28 7 predchadzajiceho prikladu sa nazyva aj ¢islo s rydzo periodickym rozvojom

s periédou 28. Cislo —1, 345 ma nerydzo periodicky rozvoj, pretoze okrem periédy 45 mé
aj predperiodu 3.

. Zment sa nejak sposob, akym vytvorim zlomok?
: Nie. Len nesmies zabudnif na to, Ze ¢islo mé aj celu ¢ast, predperiédu a zdporné znamienko.

: Takze to skisim rozpisat:

—1,345 = —1, 3454545 - - - = — (13 45 45

E+1000+100 OOO+ 10 000 000+‘ ' '—i_IOQ”+1 T >

: Dobre. Vies urcit prvy ¢len a kvocient geometrickej postupnosti, z ktorej modry nekonecény

rad vznikol?
45

1000

a kvocient je q = Mozem wvypocitat sucet

100
modrého radu:

45 45
a1 o0 _ 1000 _ 40

- 1.~ 99 — oon’

S =
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U: Spravne. Periodicky rozvoj ¢isla mas uz teda vyjadreny ako zlomok. Pokracuj.

Z: K zlomku 990 ktory predstavuje zdpis periodickej casti ¢isla —1, 345 musim este pridat to,

co nepatrilo k periode:

e (B (B ) 132 T
S\ ~ 7 \10 7 990) ~ “990 55
_
U: Cislo —1,345 = _1

55"

Uloha :
Raciondlne cisla dané periodickym rozvojom
a) 0,8, b)—0,45, ¢)0,428571, d) —6,03
vyjadrite v tvare zlomku s celociselnymi Citatelmi a menovatelmi.
Vysledok:
8 41 428 571 3 199
- b)) —— =—, d)———.
Vg Y50 Yoggone — 7 Y33
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Priklad 8: Do rovnostranného trojuholnika so stranou 10 c¢m je vpisany rovnostranny troju-

cC N

N«

holnik, ktorého strany su stredné priecky povodnéeho trojuholnika. Do tohto trojuholnika je
tym istym sposobom vpisany rovnostranny trojuhinik a do neho dalsi atd aZ do nekonecéna.
Aky je sucet obvodov a obsahov takto zostrojenych trojuholnikov?

: Obvod prvého, najvicsieho trojuholnika by som vypocitat vedel. Obvod je 30 c¢m, lebo je to

rovnostranny trojholnik.

: A ¢o obvod druhého trojuholnika?

: Druhy trojuholnik je prieckovy, takZe kazdd jeho strana md diZku rovnd polovici dizky strany

povodného trojuholnika. Jeho obvod bude teda 15 cm.

: Vies vypocitat aj obvody dalsich trojuholnikov?

: Obvod kazdého dalsieho trojuholnika bude polovicou obvodu predchddzajiceho trojuholnika.

Ale aky bude siucet obvodov vsetkych tychto trojuholnikov?

: Aby sme mohli na tito otazku zodpovedat, musime si najskor zapisat postupnost obvodov

tychto trojuholnikov.

: To zvladnem:

15 15 15 15 15 15 15
307 157 a5 49 o0 140 90 4 100’ "
24 8 16 32" 64 128

: Ked vsetky ¢leny tejto postupnosti s¢itame, utvorime tento nekoneény rad:

a1 B 1515 15 15 15 15
2 4 8 16 32 64 128 7

ktory dalej upravime

SCRI T (LI S R
248 16 32 64 128 )

. Sucet nekonecného radu v zdtvorke je 1.
: Preco?

1
. PretoZe ide o nekonecny geometricky rad s kvocientom q = 5 @ pruym clenom a; = 3

Jeho sucet urcéime vzorcom:

N =

C1-q¢ 1-

S

[
SIS
|
—

: Vyborne. Pokracuj.

: MoZem teda dopocitat sucet obvodov:

45+15-5s=45+15-1=60.

Stucet obvodov nekonecného poctu takto zostrojenych trojuholnikov je 60 cm.

: Dobre. Ak navzajom si odpovedajice strany nejakych podobnych ttvarov tvoria geomet-

rickil postupnost s kvocientom ¢, tak obvody tychto ttvarov tvoria tiez geometricki po-
stupnost s tym istym kvocientom.
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N«

: Uhm. A ako je to s obsahmi alebo s objemami?
: Obsahy rovinnych utvarov alebo povrchy priestorovych telies tiez tvoria geometricka po-
stupnost, ale s kvocientom ¢?.

c

N«

: Rozumiem, ved ak chcem vypocitat obsah, musim ndsobit strany medzi sebou.

c

: Nie st to vzdy strany. Ale v podstate spravne - nasobia sa dva rozmery daného utvaru.
A iste uz tusis, ako to nakoniec bude s objemami.

Z: Ak odpovedajice si hrany podobnijch telies su ¢lenmi geometrickej postupnosti s kvocientom
q, tak objemy tychto telies tvoria geometricki postupnost s kvocientom ¢>.

U: Spravne. Vypocitajme teda sucet obsahov nekonec¢ného poctu do seba vpisanych trojuhol-
nikov.

1\* 1
Z: Kvocient by sme uZ mali vyrieseny. Je to q = (5) =71 Potrebujem len prvy clen

postupnosti obsahov trojuholnikov.

U: To by nemalo byt tazké. Pomocou Pytagorovej vety vypocitas velkost vysky v rovnostran-
ného trojuholnika so stranou a = 10 cm.

2
v2:a2—(g> —100—-25=75 = v=5-v3

Mam stranu aj vysku, vypocitam obsah S prvého trojuholnika:

v 10-5-4/3

2 2

U: Dobre. Vzorec pre stucet nekoneéného geometrického radu s danym prvym c¢lenom a kvo-
cientom poznas.

Z: Siucet je:

S:CL

ar 25-v/3  25-v/3  100-/3

l—q 1-1 3 3

S =

100 - /3
— C
3

Sucet obsahov nekone¢ného poctu tychto trojuholnikov je m.
Uloha : Do stvorca so stranou dlZky a je vpisany kruh, do neho §tvorec, do toho opdt kruh
atd. do nekonecna. Vypocitajte:
a) sucet obvodov a sucet obsahov vietkych Stvorcov,
b) sucet obvodov a sucet obsahov vsetkjch kruhov.

Vysledok:

Ly . , 2
a) sucet obvodov Stvorcov je oy -

212

sticet obsahov Stvorcov je 2S5, = 2a?.
2

2-V2
. . ma?
sucet obsahov kruhov je 257 = -5

:4a‘(2+\/§),

:7ra-(2+\/§),

b) sucet obvodov kruhov je oy -
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Priklad 9: Urcte dizku nekonecnej $pirdly, ktord je zloZend z nekonecne vela polkruznic, pri-

N«

C N C N C

N«

com polomer prvej (najvicsej) polkruznice je r a polomer kaZdej nasledugicej polkruznice
je polovicou polomeru predchddzajucej polkruznice.
Zistite vzdialenost pociatoéného a koncového bodu Spirdly.

: Vymenuj mi ¢leny postupnosti polomerov jednotlivych polkruznic, ktoré tvoria Spiralu.

: Ak polomer najvicsej polkruznice je r a kazdy dalsi je polovicou predchddzajiceho, tak

polomery su:
ror or T
r,

) 57 17 gv E:

: Obvod kruznice s polomerom r, sa poc¢ita podla vzorca

0= 27r,

ale $piralu tvoria len polkruznice. Zapis mi teraz postupnost dlzok jednotlivich polkruznic,
ktoré tvoria Spiralu.

: TakZe namiesto nasobku 2w potrebujem len nasobok w. Tak dostanem obvod polkruznice.

DiZky polkruznic si teda:

T

-
T, =, .o
2 16

-
=

, T

| =3

: Akt postupnost si dostal?
1
: No, zdd sa, Ze ide o geometricku postupnost s proym clenom a; = 7r a kvocientom q = 3

: Spravne. DIzku celej §piraly dostanes ako stucet dizok jednotlivych polkruznic.

. Ale tych polkruznic je nekonecne vela.

: Ano, nekoneény stcet ¢lenov geometrickej postupnosti vytvara nekoneény geometricky rad.

Jeho stdet je dizka $piraly.

: Pre kvocient z intervalu (—1,+1) je rad konvergentny a jeho sicet je

ay
1—q

S =

MozZem do tohto vzorca dosadit hodnotu prvého clena a kvocientu a dostanem:

= 27r.

ax r mr
1
2

To je pekné. Dizka nekonecnej Spirdly je takd istd ako diZka kruznice.
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U: M4 pravdu. DizZka nekonecnej Spirdly je v tomto pripade 27r.

Z: Este mdm vypocitat vzdialenost pociatocného a koncového bodu Spirdly. DIZku dsecky AX.
To sa dd? Ved nekonecnd Spirdla nemd Ziadny koncovy bod X.

U: Pred chvilou si vypocital dlzku nekonecnej $piraly. Toto vypocitas presne tak isto.

Z: Tak teda dobre. Najprv prejdem vzdialenost AB. Spirdla sa ale zatdca spdt, takZe sa vrdtim
po tusecke BC do bodu C. Odtial sa vydam po tusecke CD do bodu D. ... Takto sa budem
pohybovat po tseckdch raz doprava a raz dolava. AZ do nekonecna.

U: Preco si si zvolil takyto cik-cak pohyb?

Z: Pretoze velkost vietkijch tych prejdenijch tseciek pozndm. Su to priemery polkruznic, ktoré
tvoria Spirdlu.

U: Spravne. Vypis si ¢leny postupnosti priemerov.

7

P

2r, r, ,
’ - 16

NN ]
>3
ool =

Aj priemery tvoria geometricki postupnost.
U: Ako teda vypocitas velkost tsecky AX, teda vzdialenost prvého a posledného bodu Spiraly?

Z: Pri pohybe zlava doprava budem velkost prejdenej usecky pripocitavat a pri pohybe sprava
dolava budem odpocitavat. TakZe:

|AX| = |AB| — |BC| + |CD| - |DE| + ...

r r r r
AX| =2r — —— - = — 4. ..
| | r 7‘—1—2 4+8 16+

U: Povedal si, Ze priemery tvoria geometrick postupnost. Jej prvy ¢len je a; = 2r a kvocient je

q= —5 Znamienko minus zabezpecuje zmenu smeru pohybu. Vypocitaj stcet vzniknutého
radu.
Z
[AX|=s= = :2—701—?:—7'.

Vzdialenost poédiatoéného a koncového bodu takejto nekoneénej 3piraly je 3"

Uloha : Uréte dizku krivky $pirdlového tvaru, ktord je zloZend z nekonecne vela Sturtkruznic,
pricom polomer prvej, najvicsej sturtkruznice je r a polomer kaZdej dalsej sa rovnd:
a) polovici polomeru predchddzagicej Sturtkruznice,
b) trom Sturtindm polomeru predchddzagicej Sturtkruznice.
Vysledok:
a) s =mr,
b) s =2mr.




